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R�esum�eConsid�erons un syst�eme plan�etaire �a N plan�etes ordonn�ees par ordre roissant desdemi-grands-axes. Nous nous int�eressons �a la dynamique des troyens de la p-i�eme plan�ete,perturb�ee par la pr�esene des N � 1 autres plan�etes.Nous travaillons dans le adre de l'approximation quasi-p�eriodique, de mani�ere �a assu-rer l'existene des fr�equenes propres. Celles des troyens sont usuellement not�ees (�; g; s).Dans le as du Probl�eme �a Trois Corps Restreint (PTCR), la valeur de es fr�equenesd�epend prinipalement de la masse de la plan�ete o-orbitale. Dans le as plus g�en�eral o�uN > 1, nous utilisons un mod�ele lin�eaire s�eulaire, pour aluler des expressions analy-tiques donnant l'ordre de grandeur des fr�equenes propres des troyens. Ces expressionsd�ependent des masses et des demi-grands axes des plan�etes.Les fr�equenes des plan�etes sont onsid�er�ees omme des fr�equenes de for�age, pertur-bant la dynamique des troyens. La pr�esene des plan�etes d�eforme l'espae des fr�equenesdes troyens. L'introdution des fr�equenes de for�age y fait apparâ�tre un r�eseau der�esonanes. Nous essayons de lasser de mani�ere g�en�erique l'ensemble des r�esonanes dee r�eseau, dans le but d'avoir une vision globale de es strutures. Puis, nous donnons unmod�ele permettant de pr�edire leurs pr�esenes dans l'essaim des troyens, en fontion de lavaleur des fr�equenes de for�age.Nous utilisons alors ette analyse et explorons la dynamique des troyens de Jupiteret de Saturne pour de multiples on�gurations pan�etaires. Cette �etude est men�ee dans leadre du probl�eme �a quatre orps restreint Soleil-Jupiter-Saturne+partiule sans masse.Nous int�egrons le syst�eme plan�etaire pour de nombreuses valeurs initiales du demi-grandaxe de Saturne et alulons leurs fr�equenes propres. Nous utilisons alors notre mod�elea�n de pr�edire pour quelles on�gurations plan�etaires des r�esonanes agissent sur lestroyens. Pour es on�guration plan�etaires, nous int�egrons la trajetoire de populations�tives de troyens et alulons leurs fr�equenes propres. Nous explorons leur espae desfr�equenes a�n d'identi�er les r�esonanes qui y apparaissent. Cei nous permet de v�eri�ernos pr�editions et d'analyser la mani�ere dont es r�esonanes parourent les troyens.En�n, pour g�en�eraliser notre �etude, nous examinons l'espae des fr�equenes des troyensde Neptune. Cette fois-i, nous onsid�erons l'inuene des 4 plan�etes externes du syst�emesolaire, dans la on�guration atuelle. De nombreuses fr�equenes s�eulaires semblent yapparâ�tre. D'autres r�esonanes y sont tr�es lairement identi�ables, impliquant les moyensmouvements d'Uranus et Neptune et la fr�equene de libration �. De mani�ere plus g�en�erale,nous montrons que es r�esonanes appartiennent �a une famille de r�esonanes qui joue7



souvent un rôle important dans la dynamique des troyens.
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IntrodutionLe premier troyen de Jupiter fut d�eouvert par Max Wolf en 1906 et nomm�e Ahille,par r�ef�erene au h�eros de la guerre de Troie. A l'heure atuelle on a r�epertori�e 2761 pos-sibles troyens de Jupiter et 6 possibles troyens de Neptune. Ces objets ont �et�e observ�esaux voisinages des points �equilat�eraux, mais leurs trajetoires n'ont pas toutes �et�e �etabliesave suÆsamment de pr�eision pour pouvoir aÆrmer at�egoriquement qu'il s'agit bien detroyens. Parmi les 2761 possibles troyens de Jupiter, seuls 1424 ont �et�e d�etermin�es aveertitude. En raison de la grande p�eriode de rotation des troyens de Neptune, et de leursr�eentes d�eouvertes (entre 2001 et 2007), auun de es objets n'est enore valid�e ommetroyen de Neptune. Parmi les six troyens de Neptune, les quatre premiers qui ont �et�ed�eouverts ont plus de hane d'être e�etivement des troyens de Neptune. En revanhe,on n'a pas enore observ�e de potentiels troyens aux voisinages des points �equilat�eraux deSaturne et Uranus. Ce qui soul�eve une question bien naturelle : peut-on expliquer l'ab-sene ou la pr�esene de troyens par l'�evolution de la dynamique aux voisinages des points�equilat�eraux des plan�etes depuis leur formation ? Dans ette perspetive, de nombreuxtravaux ont eu pour but de aluler la stabilit�e des orbites de partiules se maintenantdans la R�esonane en Moyen Mouvement (RMM) 1 : 1, en onsid�erant la g�eom�etrieatuelle du syst�eme solaire. Ces travaux ont mis en �evidene la pr�esene de struturesr�esonantes, ontribuant �a d�estabiliser les troyens. Dans l'artile [RG06℄, P. Robutel et F.Gabern, ont lass�e les r�esonanes agissant sur les troyens de Jupiter, en quatre familles der�esonanes. Ces r�esonanes impliquent les fr�equenes propres des plan�etes. Les valeurs dees fr�equenes d�ependent de la g�eom�etrie du syst�eme plan�etaire. Par ons�equent, si l'onhange la g�eom�etrie du syst�eme plan�etaire, on modi�e aussi les r�esonanes agissant surles troyens. Or, selon le mod�ele le plus probable de migration plan�etaire (elui de Nie),la g�eom�etrie de notre syst�eme plan�etaire a fortement �evolu�e peu apr�es sa formation etla dissipation du gaz de la n�ebuleuse protoplan�etaire. Pendant ette phase de l'histoiredu syst�eme solaire, les r�esonanes agissant sur les troyens ont don sûrement onnu defortes variations. Ces r�esonanes peuvent d�estabiliser violemment les troyens, �ejeter desast�ero��des de la RMM 1 : 1, ou bien permettre au ontraire d'en apturer. Il est donruial de omprendre l'�evolution du r�eseau de r�esonanes agissant sur les troyens. Notretravail a pour but de pr�edire l'�evolution de es strutures r�esonantes en fontion de lavaleur des fr�equenes plan�etaires. Il pro�ede en deux �etapes, la premi�ere onsiste �a esti-mer le domaine des fr�equenes propres des troyens, et la deuxi�eme �a �evaluer pour quellesvaleurs des fr�equenes plan�etaires es r�esonanes apparaissent dans l'essaim des troyens.9



Au hapitre I, nous d�emontrons l'existene de points �xes se substituant �a L4 et L5dans le mod�ele s�eulaire d'un syst�eme �a N plan�etes en mouvement irulaire uniforme au-tour d'une �etoile. Puis, nous donnons des expressions analytiques approximant la positionet les fr�equenes propres de es points �xes. Ce mod�ele simple permet d'avoir une id�ee del'ordre de grandeur des fr�equenes propres des troyens, et met en valeur les plan�etes quiperturbent la dynamique des troyens de mani�ere signi�ative.Au hapitre II, nous �etudions l'�evolution des plan�etes lors de leur migration. Pluspartiuli�erement nous nous int�eressons aux RMM que renontrent Jupiter et Saturne lorsde ette phase de l'histoire du syst�eme solaire, et les variations des fr�equenes propresde es plan�etes. Nous illustrons ensuite le ph�enom�ene de migration plan�etaire par deuxmod�eles. Dans le premier, nous for�ons la migration des plan�etes de mani�ere arti�ielledans notre int�egrateur. Dans le deuxi�eme, nous faisons interagir les plan�etes ave un disquede plan�et�esimaux.Au hapitre III, nous g�en�eralisons la d�e�nition des 4 familles de r�esonanes, d�e�niesdans [RG06℄ pour les troyens de Jupiter, �a une population de troyens d'un syst�emeplan�etaire quelonque. Nous donnons ainsi une vision globale du r�eseau de r�esonanesagissant sur les troyens.La plupart des r�esultats expos�es au hapitre IV ont �et�e expos�es dans notre artile[RB08℄. Nous donnons des m�ethodes permettant de loaliser de mani�ere pr�eise, pourquelles on�gurations plan�etaires les familles de r�esonanes perturbent la dynamique destroyens de Jupiter. En int�egrant une population de troyens de Jupiter pour de multipleson�gurations, nous validons es pr�editions en identi�ant le passage des r�esonanes dansl'espae des fr�equenes des troyens. Nous faisons l'inventaire des r�esonanes modi�antdrastiquement leur dynamique. Nous nous sommes e�or�es, dans la mesure du possible, defaire ette analyse ind�ependamment du s�enario de migration plan�etaire. Si la r�ealisationde e travail a �et�e le fruit d'une �etroite ollaboration entre mon direteur de th�ese et moimême, l'analyse de base permettant l'�elaboration de e travail est le fruit de son travail.Le hapitre V est issu d'un travail personnel. Dans e hapitre, j'ai appliqu�e lesm�ethodes d�evelopp�ees pour l'analyse des troyens de Jupiter, en les adaptant aux troyensde Saturne. La prinipale di��erene entre es deux �etudes, provient du fait que pour lestroyens de Saturne, nous d�epla�ons la plan�etes en orotation ave les troyens, alors que en'�etait pas le as pour les troyens de Jupiter. Une grande vari�et�e de dynamiques apparâ�t.Ce travail valide la g�en�eriit�e de notre analyse, et permet de d�eduire des informationsimportantes sur l'histoire d'une hypoth�etique population de troyens de Saturne.En�n, au hapitre V I, nous �etudions la dynamique des troyens de Neptune dans laon�guration atuelle, et mettons en valeur la omplexit�e de leur dynamique.
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Notations et onventionsA�n d'all�eger la r�edation, les unit�es des grandeurs utilis�ees sont la plupart du tempsomises. Par onvention, dans le syst�eme solaire, toutes les masses sont exprim�ees en massessolaires. Lorsque nous onsid�erons un syst�eme plan�etaire quelonque, les masses sontexprim�ees en masses relatives par rapport �a la masse de l'�etoile. Le temps est exprim�een ann�ees terrestres et les distanes en unit�es astronomiques. Par d�efaut, les angles sontexprim�es en degr�es. Lorsqu'il s'agit de petites mesures on pr�ef�erera la seonde d'ar maisdans e as il en sera fait mention dans le texte. Les fr�equenes sont exprim�ees en seondesd'ars par an.Lorsqu'on s'int�eresse au syst�eme solaire dans sa on�guration atuelle, nous utilisonsles oordonn�ees des plan�etes donn�ees par DE405 �a la date en jours Juliens : 24522005 (10otobre 2001).
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Chapitre 1Etude analytique des points deLagranges �equilat�eraux
1.1 Introdution1.2 Existene des points de Lagrange L4 et L5 dansle Probl�eme �a Trois Corps Restreint (PTCR)1.2.1 Introdution : pr�esentation du syst�eme �etudi�eConsid�erons le Probl�eme �a Trois Corps Restreint (PTCR) < etoile-plan�ete+partiulesans masse >. Dans e mod�ele l'�etoile et la plan�ete inuent sur la partiule mais nesubissent pas son inuene. L'�etoile et la plan�ete d�erivent don des ellipses autour duentre de gravit�e du syst�eme.Choisissons un rep�ere orthonorm�e orient�e dans le sens diret (O; i; j;k). Nous hoi-sissons omme origine le entre de gravit�e de l'�etoile. i = rprp (t = 0) ave rp le veteurposition de la plan�ete �a l'instant t, j est le veteur image de i par une rotation d'angle+90 dans le plan de l'orbite de la plan�ete (orient�e dans le sens de rotation de la plan�ete),et k = i ^ j. On peut �erire le hamiltonien d'un tel syst�eme sous la formeH(X; t) = H0(X) + �H1(X; t);o�u X = (r; ~r) est la onat�enation des veteurs position et vitesse de la partiule. H0repr�esente la partie k�eplerienne du hamiltonien due �a l'interation de la partiule avel'�etoile, et �H1 est la partie perturbative due �a l'interation de la partiule ave la plan�ete.Cette perturbation est de taille � = mp suppos�ee petite par rapport �a la masse de l'�etoile.H0 = �G(M +mp)r + ~r22 (1.1)13



H1 = �Gmp� 1kr� rpk � r:rpr3p � 1r� (1.2)Ce hamiltonien d�epend du temps par le biais de rp. Si la plan�ete a une trajetoireirulaire on peut se ramener �a un hamiltonien ne d�ependant pas du temps en travaillantdans un rep�ere de entre O tournant ave la même fr�equene que la plan�ete. Le hoixde H0 et de �H1 n'est pas unique ; en e�et on peut ajouter des termes en O(�) �a H0et les soustraire �a H1. Dans une ertaine mesure on a don le hoix de l'�eriture dumod�ele de perturbation. Ainsi les termes Gmp=r introduits dans (1.1) et (1.2) s'annulentdans l'addition H = H0 + �H1. Ces termes ont �et�e introduits pour qu'une partiule dehamiltonien H0 ait exatement la même fr�equene de rotation autour de l'�etoile que ellede la plan�ete.La dynamique du troyen est r�egie par des �equations du type _X = f0(X) + �f1(X; t);ave f0(X) = JrH0 et f1(X) = JrH1._~r = ��H0�r � ��H1�r_r = �H0�~r + ��H1�~r (1.3)ave, �H0�r = G(M +mp)r3 r ; �H1�r = � r� rpkr� rpk3 + rpr3p � rr3��H0�~r = ~r ; �H1�~r = 0 (1.4)
1.2.2 Existene de L4 et L5 dans le PTCRSoit L(t) = (rL; ~rL) les positions et vitesses d'un des deux points du plan (O; i; j)formant un triangle �equilat�eral ave la plan�ete et l'�etoile au temps t. Les �equations dumouvement de la plan�ete sont g�en�er�ees par H0(rp; ~rp). Comme L a une trajetoire qui estl'image de la trajetoire de la plan�ete par une rotation d'angle �60, L est solution des�equations du mouvement g�en�er�ees par H0(X), don _L = f0(L). D'autre part, on v�eri�efailement que le gradient de la perturbation s'annule en L. En e�et en e point les �egalit�essuivantes sont v�eri��ees krk = krpk = kr� rpk, e qui permet de d�eduire que :�H1�r (L(t)) = r� rpkr� rpk3 + rpr3p � rr3 = r� rp + rp � rr3p = 0: (1.5)De plus H1 ne d�epend pas de r, on a don pour tout temps t, f1(L; t) = JrH1(L; t) =0. Par ons�equent _L = f0(L) = f0(L) + �f1(L; t). L(t) est don solution des �equations14



(1.3) du mouvement du PTCR. Ces deux trajetoire p�eriodiques sont appel�ees points deLagrange, L4 et L5. Si la plan�ete a une orbite irulaire es trajetoires orrespondent �ades points �xes dans un rep�ere de entre O et tournant ave la plan�ete.Dans le as du Probl�eme �a Trois Corps Restreint For�e, o�u la trajetoire de la plan�eten'est plus p�eriodique mais quasi-p�eriodique, on peut se demander si les trajetoiresd�eduites de elle de la plan�ete par une rotation d'angle �60 v�eri�ent les �equations dumouvement. Ce n'est pas le as. En e�et �a haque instant e point L v�eri�e bien f1(L) = 0mais par ontre _L 6= f0(L) puisque L n'a plus une trajetoire elliptique.1.3 Probl�eme �a N orps Restreint CirulaireS�eulaire1.3.1 Mod�ele, variables de d�epart, d�e�nitions1.3.1.1 Mod�eleDans e syst�eme nous onsid�erons une �etoile et N plan�etes en mouvements irulairesuniformes autour de ette �etoile. Ces orps agissent sur une partiule sans masse. Ons'int�eresse aux partiules qui restent prohes des points de Lagrange �equilat�eraux de lap-i�eme plan�ete, on appelle es partiules des troyens. On suppose que toutes les plan�etesorbitent dans un même plan. Le hamiltonien de e syst�eme s'�erit :HN = NXj=1 nj�j � G(M +mp)r + ~r22 �Gmp� 1Æp � r:rp(�p)r3p � 1r��G Xj2f1;:::;Ng�fpgmj � 1Æj � r:rj(�j)r3j � (1.6)
Æj repr�esente la distane entre la j-i�eme plan�ete et la partiule, nj repr�esente le moyenmouvement de la jieme plan�ete, �j sa longitude moyenne et �j la variable onjugu�ee de �jajout�ee de mani�ere �a forer le mouvement de la jieme plan�ete par _�j = nj. Les variablessans indie sont assoi�ees aux troyens.1.3.1.2 Choix des VariablesNotons � = G(M +mp) et onsid�erons les variables de Poinar�e du syst�eme :15



� = p�a;� = M +$;x = p�p1�p1� e2ei$;~x = �i�x;y = p�qp1� e2(1� os(I))ei
;~y = �i�y;et �1; �1; :::;�N ; �N :Nous allons adapter es variables �a l'�etude des troyens. Les troyens sont en r�esonanede moyen mouvement ave la p-i�eme plan�ete, l'angle � � �p � 60 est don un angler�esonant que nous allons utiliser. Au voisinage des points de Lagrange �equilat�eraux dela p-i�eme plan�ete a � ap est aussi une petite quantit�e que nous allons utiliser pour fairedes d�eveloppements en s�eries enti�eres. Pour travailler au voisinage de L4 on utilisera donl'appliation anonique (�; �;�p; �p) 7! (S; �; Sp; �p) :S = ��p�ap� = �� �p � 60Sp = �p + ��p = �p: (1.7)Pour l'etude du voisinage de L5 il suÆt de hanger �60 en +60 dans la d�e�nition de�. Pour simpli�er les notations omme �p = �p on d�esignera �p par �p par la suite. Onrepr�esentera les oordonn�ees du troyen par un veteur X = (S; �; x; ~x; y; ~y). Ces variablessont les images des variables de Poinar�e par la ompos�ee d'une appliation lin�eaire etd'une translation. Nous les avons onstruites de mani�ere �a e que le point de Lagrangedu PTCRC exprim�e dans es oordonn�ees soit �a l'origine : L4 = (0; 0; 0; 0; 0; 0). PosonsT : (r; ~r;�p; �p) 7�! (X; Sp; �p), T est un di��eomorphisme de lasse C1. Les oordonn�eesY = (X;�1; �1; :::; Sp; �p; :::�N ; �N)�etant anoniques elles sont solutions du syst�eme hamiltonien ~HN d�e�ni par :~HN : R6+2N �! R~HN(S; �; x; ~x; y; ~y;�1; �1; :::; Sp; �p; :::;�N ; �N) = HN(r; ~r;�1; �1; :::;�N ; �N):1.3.1.3 D�e�nition du hamiltonien s�eulaire au premier ordre des massesplan�etairesLe hamiltonien ~HN moyenn�e sur les longitudes moyennes des plan�etes (�1; :::�N) estle hamiltonien s�eulaire �a l'ordre 1 des masses plan�etaires :16



HsN (S; �; x; ~x; y; ~y;�1; :::; Sp; :::;�N) = < ~HN(S; �; x; ~x; y; ~y; :::) >�1;:::;�N= 1(360)N Z 3600 ::: Z 3600 ~HN (S; �; x; ~x; y; ~y; :::) d�1:::d�N : (1.8)Dans e mod�ele (�1; :::; Sp; :::;�N) sont des int�egrales premi�eres ; pour simpli�erl'�eriture on les omettra dor�enavant dans l'expression de HsN . Ce syst�eme a don 3 degr�esde libert�e. Remarquons que omme r ne d�epend pas de (�1; :::�N) ertains termes de HsNsont trivialement nuls ; en e�et pour j 6= p :< r:rjr3j >�j = r: < rjr3j >�j= 0ar rjr3j est impaire et p�eriodique. Le hamiltonien HsN a don l'expression suivante :HsN (Y) = �npS � �22(S +p�ap)2�Gmp 1360 Z 3600 � 1Æp(T�1(Y)) � 1r(T�1(Y)) � r(T�1(Y)):rpr3p �d�p� G(360)2 Xj2f1:::Ng�fpgmj Z 3600 Z 3600 d�jd�pÆj(T�1(Y)) (1.9)
Ce hamiltonien ne d�epend pas du temps.1.3.2 Developpement en s�eries du hamiltonienNous d�eveloppons HN en s�erie enti�ere de x; ~x; y; ~y et en s�erie de Fourier des longitudesmoyennes : HN = Xk2ZN+5Ck(a; a1; :::; aN)xk1 ~xk2yk3~yk4ei(k5�+k6�1+:::+kN+5�N ); (1.10)ave k = (k1; :::kN+5).Les invarianes par rotation et par sym�etrie donnent lieu aux r�egles de d'Alembert :1. Ck = C�k, e qui permet d'�erire le d�eveloppement de HN en utilisant seulementdes osinus de ombinaisons lin�eaires des angles.2. k3 + k4 est pair, e d�eveloppement ne omporte don que des termes en puissanespaires de l'inlinaison 17



3. k1 � k2 + k3 � k4 +PN+5j=6 kj = 0En alulant la valeur moyenne de e hamiltonien sur les ourtes p�eriodes (�1; :::�N )on obtient l'expression du d�eveloppement elliptique du hamiltonien s�eulaire HsN . Ce quirevient �a ne garder dans le d�eveloppement pr�e�edent que les termes v�eri�ant k6 = ::: =k5+N = 0 : HsN = Xk2Z5Ck(a; a1; :::; aN)xk1 ~xk2yk3~yk4eik5�; (1.11)ave k = (k1; k2; k3; k4; k5). On d�eduit ais�ement des relations de d'Alembert que led�eveloppement i-dessus ne ontient que des puissanes paires de l'exentriit�e et de l'in-linaison. En e�et, la troisi�eme relation de d'Alembert �enon�ee i-dessus implique que lestermes non nuls de ette s�erie v�eri�ent k1� k2 + k3� k4 = 0. Cette relation implique quek1� k2 et k3� k4 aient même parit�e. D'apr�es la deuxi�eme relation de d'Alembert, k3+ k4est pair, or k3 � k4 = 2k3 � (k3 + k4), par ons�equent k3 � k4 est pair. k1 � k2 et k3 � k4ayant même parit�e, k1 � k2 est pair. Or k1 + k2 = 2k1 � (k1 � k2), ainsi k1 + k2 est pair.En onlusion, k1 + k2 et k3 + k4 sont tous deux pairs. Ce d�eveloppement ne omportedon que des puissanes paires de l'exentriit�e et de l'inlinaison.Remarquons que dans le as du probl�eme s�eulaire plan k1 = k2 le d�eveloppement de HsNne omporte don que des termes en (x~x)k1.Nous d�eveloppons HsN par rapport aux variables S et �, on obtient alors une s�erie dutype : HsN = Xp2Z6Dp(a1; :::; aN)Sp1�p2xp3 ~xp4yp5~yp6; (1.12)ave p = (p1; :::p6). On appelle ordre total d'un terme assoi�e �a une valeur de p, l'entierj p1 j +:::+ j p6 j. Lorsque N = 1, nous sommes dans le as du PTCRC. Dans e as, L4est un point �xe, on a don DHsN(L4) = 0 e qui revient �a dire que les termes d'ordretotal 1 dans (1.12) sont nuls. Cei n'est plus vrai lorsque N > 1 o�u les autres plan�etesintroduisent des termes de taille � = maxfmjj1 � j � N; j 6= pg :HsN = Hs1 � �GXj 6=p mj� < 1Æj >�p;�j ;A�n de omprendre pourquoi DHsN(L4) 6= 0 et de mieux omprendre la forme queprend le d�eveloppement en s�erie de HsN , on r�eerit e d�eveloppement sous la forme :HsN = q0(X) + �q1(X) + �l(X) + f0(X) + �f1(X)= XtQ0X+ �XtQ1X+ �LtX+ f0(X) + �f1(X) (1.13)o�u q0 et q1 sont des formes quadratiques dont les matries respetives dans la baseanonique (e1; :::; e6) de C 6 sont Q0 et Q1. l est une forme lin�eaire et L = l(e1). f0 ainsi18



que f1 sont des s�eries dont les termes sont de degr�e total sup�erieur �a 3. Nous identi�onstout veteur ave ses oordonn�ees dans la base anonique de l'espae vetoriel auquel ilappartient. Les termes de taille �, (q1, l, et f1), ne d�ependent pas de �. Nous avons deja vuque ette s�erie ne ontient que des termes de puissane paire en exentriit�e et inlinaison,l ne d�epend don que de S. Cette même parit�e en exentriit�e et inlinaison implique queXt(Q1 + �Q2)X = b2;0S2 + b1;1S� + b0;2�2 + 1;1x~x + d1;1y~yo�u les oeÆients bi;j, i;j et di;j sont des fontions aÆnes de � d�ependant des demi-grandsaxes des plan�etes. D'apr�es l'expression de HsN d�e�nie en (1.13), DHsN(L4) = l 6= 0. L4n'est don plus un point �xe. Dans le paragraphe suivant nous d�emontrons que pour desvaleurs suÆsamment petites de � il existe un nouveau point �xe L4(�) se substituant �a L4.Dans le paragraphe 1.5 nous donnons une m�ethode permettant d'approximer e nouveaupoint �xe.1.3.3 Existene des points �xes anallogues �a L4 et L5 dans lePTCRC s�eulaire perturb�e : appliation au probl�eme �a Norps planDans le paragraphe 1.2.2 nous avons vu qu'il existait des orbites p�eriodiques solutionsdu PTCRC d�enomm�ees L4 et L5. Ces orbites p�eriodiques se transforment en points �xeslorsque l'on onsid�ere le probl�eme s�eulaire �a l'ordre un des masses plan�etaires..Soient � un r�eel et f : R6 7�! R une fontion de lasse C1 d�e�nie sur un voisinage deL4. Nous allons d�emontrer que pour des valeurs de j � j suÆsamment petites la dynamiqueg�en�er�ee par le hamiltonien H� = Hs1 + �f(X) poss�ede �egalement un point �xe voisin deL4 que l'on notera LN4 (�). Nous n'�erivons la demonstration que pour L4, la preuve pourun r�esultat analogue sur L5 �etant rigoureusement identique.Ce r�esultat se d�eduit du th�eor�eme des fontions impliites.preuve :Consid�erons la fontion h(X; �) = rH�(X; �) = rHs1(X) + �rf(X). L4 est un point�xe du PTCRC s�eulaire, ei implique que rHs1(0) = 0, et don que rh(0; 0) = 0.Supposons que �2Hs1�xi�xj (0) soit inversible. On peut alors appliquer le th�eor�eme des fon-tions impliites �a rh en (0; 0) pour onlure sur l'existene de LN4 (�) pour des valeurs dej � j suÆsamment petites.Ce th�eor�eme aÆrme qu'il existe des voisinages U 2 v(0) et V 2 v(L4) ainsi qu'unefontion � : U 7�! V de lasse C1 telle que8� 2 U;rh(X; �) = 0() X = �(�);19



Don 8� 2 U;rH�(�(�)) = 0, et pour tout � de U il existe un point �xe des �equations dumouvement g�en�er�ees par H�.Cependant �2Hs1�xi�xj (0) n'est pas inversible. En e�et de fa�on standard (voir par exemple[Mor99℄) les valeurs propres de la matrie des d�eriv�ees partielles seondes de Hs1 en 0sont (�i�0;�ig0;�is0) respetivement assoi�ees �a deux fr�equenes horizontales et unefr�equene vertiale. Si �0 et g0 sont non nulles e n'est pas le as de s0 = 0. Pour pouvoironlure sur l'existene d'un point �xe on a don besoin de lever ette d�eg�eneresene.Pour e faire une m�ethode lassique onsiste �a passer en rep�ere tournant, les valeurspropres de la hessienne de Hs1 sont alors translat�ees de n1, et sont don non nulles.Une autre possibilit�e est de se restreindre au as plan. En e�et, omme Hs1 est pair en(y; ~y), on a : 8(S; �; x; ~x) 2 C ; �Hs1�~y (S; �; x; ~x; 0; 0) = 0 = �Hs1�y (S; �; x; ~x; 0; 0)Par ons�equent, le sous espae vetoriel VP de C 6 , de dimension 4, d�e�ni par la relationy = ~y = 0, est stable par le ot du hamiltonien Hs1. On peut don herher LN4 (�) dansl'espae VP . La Hessienne de la restrition deHs1 �a VP est inversible, on peut don appliquerle th�eor�eme des fontions impliites pour onlure qu'au voisinage de � = 0 il existe unpoint �xe LN4 (�) voisin de L4 appartenant �a VP .Remarquons que omme Hs1 est �egalement pair en (x; ~x), le sous espae vetoriel VCde dimension 4 d�e�ni par la relation x = ~x = 0 est aussi stable par le ot du hamiltonienHs1. Par ons�equent, le sous espae vetoriel VCP = VC \VP de dimension 2 est stable parle ot du hamiltonien Hs1. On peut don raisonner de même que i-dessus en onsid�erantla restrition de Hs1 �a VCP pour onlure que LN4 (�) 2 VCP .Appliation au syst�eme �a N orps s�eulaire plan :On peut appliquer e r�esultat au probl�eme �a N orps s�eulaire plan en posant :f = � G(360)2 Xj2f1;:::;Ng�fpgmj� Z 3600 Z 3600 d�jd�pÆjet;� = max (mj; j 2 f1; :::; Ng � fpg): (1.14)
Ce qui nous permet de onlure que pour des masses plan�etaires suÆsamment petites,il existe un point �xe LN4 (�) se substituant �a L4. Il est don pertinent de d�evelopper uneth�eorie de perturbation pour aluler les oordonn�ees de LN4 (�) (voir hapitre 1.5).20



1.4 D�eveloppement analytique de Hs1 au voisinage deL4Dans e paragraphe on a N = 1 et p = 1.1.4.1 Prinipe du d�eveloppementDans ette partie nous expliquons omment nous alulons le d�eveloppement du hamil-tonienHs1 en s�erie enti�ere des variables S; �; x; ~x; y; ~y. Pour ela on ommene par e�etuerle d�eveloppement de H1 en s�erie enti�ere des variables X = (S; �; x; ~x; y; ~y) et en s�erie deFourier de �1. On obtiendra alors l'expression du d�eveloppement Hs1 en ne onservant queles termes du d�eveloppement de H1 d'ordre 0 en ei�1 . Dans les oordonn�ees de Poinar�e,H1 est de la forme :H1 = � �22(S +p�a1)2 + n1(S1 � S)�Gm1� 1Æ1 � r:r1r31 � 1r� (1.15)o�u les termes en fateur de m1 sont exprim�es en fontion de X,S1 et �1 �a l'aide duhangement de oordonn�ees T . Dans ette expression les termes d'ordre 0 en m1, 'est �adire eux qui ne sont pas en fateur de m1, se d�eveloppent en utilisant le d�eveloppementen s�erie enti�ere de 1=(1 + x)2 :� �22(S +p�a1)2 � n1S = � �22�a1(1 + S=p�a1)2 � n1S= � �22�a1 1Xk=1 k�� Sp�a1�k�1 � n1S:On onstate que ette s�erie ne d�epend que de S et que le terme de degr�e 1 en S al'expression suivante : �2S(�a1)3=2 � n1S = Sp�� n1a3=21a3=21 = 0Ce terme s'annule ar, d'apr�es la loi des aires, on a n21a31 = �. Cette s�erie n'introduitdon pas de termes lin�eaires. Les termes lin�eaires sont don en O(m1)Le d�eveloppement de 1=r en s�erie des variables de Poinar�e se fait de fa�on standard(voir par exemple [MD99℄), on passe ensuite dans les oordonn�ees d�e�nies en (1.7).On d�eveloppe r:r1=r31 de fa�on lassique �egalement.21



Par ontre, le d�eveloppement du terme 1=Æ1 ne se fait pas de fa�on lassique en utilisantle rapport de demi-grands axes, ar au voisinage de L4, a=a1 � 1. On ommene pard�evelopper (Æ1=a1)2 de la fa�on suivante :� Æ1a1�2 = r21 + r2 � 2rr1 os(v +$ � �1)a21= 1 + � ra1�2 � 2 ra1 os(v +$ � �1)= 1 + UAve U = � ra1�2 � 2 ra1 os(v +$ � �1).En L4 on a U = 0, on d�eveloppe don 1=Æ1= 1a1p1+U en s�erie de Taylor au voisinage deL4 apr�es avoir d�evelopp�e U en variables de Poinar�e. Il suÆt ensuite de passer dans lesoordonn�ees d�e�nies en (1.7) pour obtenir le d�eveloppement souhait�e.1.4.2 Approximation lin�eaire du PTCRC s�eulaireDans ette partie, nous alulons les fr�equenes propres du point �xe L4 du probl�emes�eulaire irulaire. Ce alul est �el�ementaire et se trouve fr�equemment dans la litt�erature,dans d'autres oordonn�ees. Nous le pr�esentons en pr�eambule du paragraphe suivant danslequel nous ajoutons l'inuene direte d'autres plan�etes. Les �equations du mouvementg�en�er�ees par un hamiltonien H(X) s'�erivent �a l'aide de rH(X), l'�etude du probl�emelin�eaire requiert don un alul pr�ealable du d�eveloppement analytique de e hamiltonien�a l'ordre 2. On donne i-dessous e alul pour Hs1 �a l'ordre 2 en X. On repr�esenterales termes d'ordre total n en les omposantes de X par le symbole O(n). En suivant lad�emarhe indiqu�ee dans la partie pr�e�edente, on trouve la forme quadratique suivante :Hs1 = n1S1 � 3Gm12a1 " p3p�a1S� + 34�2 + 1a1 � 1Gm1 � 3��S2#�i27Gm18� n1x~x + te +O(3) (1.16)Dans e d�eveloppement les variables (y; ~y) n'apparaissent pas, ei entraine uned�eg�en�eresene de la hessienne de Hs1 �a laquelle nous avons fait allusion dans le para-graphe 1.3.3. Nous avons vu dans le paragraphe 1.3.2 que e d�eveloppement est pair enles variables e et I, ei implique en partiulier qu'�a l'ordre 2 il n'y ait pas de termesrois�es entre (S; �) et (x; ~x).Pour faire apparâ�tre les variables ation-angle du probl�eme lin�earis�e, il suÆt ded�eomposer la partie quadratique de Hs1 en sommes de arr�es de formes lin�eaires :22



Hs1 = n1S1 � 3Gm12a1 "34 �� + 2p3�a1S�2 + 1a1 � 1Gm1 � 4��S2#�i27Gm18� n1x~x + te+O(3) (1.17)
A�n de faire apparâ�tre les fr�equenes propres du syst�eme on e�etue le hangementde variable lin�eaire sympletique suivant :

�0 = � 3a1Gm1�4(�� 4Gm1)�1=4 �� + 2p3�a1S�S 0 = �4(�� 4Gm1)3a1Gm1� �1=4 S (1.18)
en laissant inhang�ees les autres variables.Dans es variables, Hs1 s'�erit :H1s = te+ n1S1 � �0�02 + S 022 � ig0x~x� is0y~y +O(3); (1.19)ave, �0 = n1s27(Gm1)24� � 1Gm1 � 4�� = n1r27m14M +O(m21)g0 = 27Gm18� n1 = n127m18M +O(m21)s0 = 0; (1.20)
o�u �0; g0 et s0 sont les fr�equenes propres de L4. Dans e mod�ele simple on voit d�ej�aapparâ�tre une arat�eristique importante de es fr�equenes propres, �0 = O(pm1), g0 =O(m1), et s0 = 0. On a don �0 � g0 � s0, ette arat�eristique empêhe l'existene der�esonanes seondaires n'impliquant que les fr�equenes propres des troyens.23



1.5 Approximation analytique des oordonn�ees deLN4 (�) et de ses fr�equenes propres1.5.1 Prinipe g�en�eralNous avons montr�e au paragraphe 1.3.2 que le d�eveloppement du hamiltonien HsNse met sous la forme d�erite par l'�equation (1.13), mettant en �evidene la pr�esene determes lin�eaires d'ordre de grandeur �. Nous avons d�emontr�e au paragraphe 1.3.3 qu'auvoisinage de � = 0 il existe un point �xe LN4 (�) 2 VCP voisin de L4. Nous herhons uneapproximation des oordonn�ees de LN4 (�) qui est un point ritique de HsN voisin de L4.Pour ela, nous voulons annuler les termes lin�eaires de taille � en faisant un hangementde variable du type X1 = X � �A o�u A est un veteur de dimension 6 de la formeA = (A;B; 0; 0; 0; 0) 2 VCP . Nous translatons l'origine de notre d�eveloppement de mani�ere�a obtenir un d�eveloppement dont les termes lin�eaires sont au moins d'ordre 2 en �. Noussubstituons don X1 + �A �a X dans l'�equation (1.13) :HsN = Xt(Q0 + �Q1)X+ �LtX+ f0(X) + �f1(X)= (X1 + �A)t(Q0 + �Q1)(X1 + �A) + �Lt(X1 + �A) + f0(X1 + �A) + �f1(X1 + �A)Dans ette expression les termes lin�eaires d'ordre 1 en � sont :�AtQ0X+ �XtQ0A+ �LtXEtant donn�e que les deux premiers termes de ette somme sont des r�eels et que Q0est sym�etrique, on a AtQ0X = XtQ0A. Il suÆt don de trouver un veteur A tel que2AtQ0 + Lt = 0 ou bien enore tel que :Q0A = �(1=2)L: (1.21)Comme HsN est pair en (x; ~x) et en (y; ~y), on a L 2 VCP .De plus la restrition l1 de l0 : X 7�! Q0X �a VCP est inversible. On prend donA = l�11 (X). On a alors DHsN(�A) = O(�2), on obtient don une premi�ere approximationde LN4 (�) qui est X = �A+O(�2).En faisant e hangement de variable, des termes d'ordre 2 en � apparaissent et onobtient un hamiltonien de la forme :Xt1(Q0 + �Q1 + �2Q2)X1 + Lt2X1�2 + f0(X1) + �f1(X1) + �2f2(X1)o�u les Qi, i = 0; 1; 2 sont des matries sym�etriques et L2 est un veteur. Les valeurpropres de Q0 + �Q1 nous donnent un approximation des fr�equenes propres �a l'ordre 1en �.On r�eit�ere alors le pro�ed�e de mani�ere �a obtenir une approximation �a l'ordre n en �.Dans le paragraphe suivant, nous d�etaillons et algorithme et donnons les formules der�eurrene permettant de aluler LN4 (�) ainsi que ses fr�equenes propres.24



1.5.2 Mise en plae d'un algorithme pour approximer LN4 (�)Dans le but de simpli�er les aluls nous ommen�ons par exprimer le hamiltonienHsN dans les variables X0 = (S 0; �0; x; ~x; y; ~y) que nous avons d�e�nies au paragraphe 1.4.2.Cei est int�eressant ar dans es oordonn�ees la matrie de q0 est diagonale. Commele hangement de variables lin�eaire sympletique P : X 7�! X 0 d�e�ni en (1.18) a �et�ehoisi de mani�ere �a e que S 0 = S, les termes du d�eveloppement de HsN de taille � ned�ependent pas de �0. q1 ne d�epend don pas de �0 et les r�egles de d'Alembert imposentque q1 soit �egalement diagonale dans es oordonn�ees. On obtient ainsi un hamiltonien~HsN(X 0) = HsN(P�1(X)) dont le d�eveloppement est du type :~HsN = �b0;1S 0 + b2;0�02 + b0;2S 02 + Xk+j�3 bk;j�0kS 0j + f(S 0; �0; x; ~x; y; ~y) (1.22)o�u les oeÆients bk;j sont r�eels. f est une s�erie enti�ere des variables X0 ne ontenant quedes termes d'ordres totaux en (x; ~x; y; ~y) sup�erieurs �a 2. Nous allons d�emontrer qu'il existedes onstantes r�eelles (A1; :::An) et (B2; :::; Bn) telles qu'en e�etuant le hangement devariable 8>><>>:S 0 = Sn + X1�j�nAj�j�0 = �n + X2�j�nBj�j; (1.23)dans le hamiltonien ~HsN (X0), on obtienne un hamiltonien ne ontenant plus que des termeslin�eaires d'ordre n + 1 en �. f ne ontenant que des termes d'ordre total en (x; ~x; y; ~y)sup�erieur �a 2, on n'introduit pas de termes lin�eaires en e�etuant un hangement devariables du type (1.23) dans f . Il suÆt don que le hamiltonien suivant ne ontienne quedes termes lin�eaires d'ordre n + 1 en � :HN;n(Sn; �n) = ( ~HsN � f) Sn + X1�j�nAj�j ; �n + X2�j�nBj�j ; x; ~x; y; ~y!= ~HsN  Sn + X1�j�nAj�j ; �n + X2�j�nBj�j ; 0; 0; 0; 0! (1.24)La reherhe des onstantes Aj et Bj se fait par r�eurrene sur n.A) Premi�ere �etape :Dans un premier temps, on veut se ramener �a un hamiltonien ne ontenant que destermes lin�eaires d'ordre 2 en �. On herhe des oeÆients A1 et B1 tels qu'en faisant lehangement de variables : 25



(S 0 = S1 + �A1�0 = �1 + �B1; (1.25)le hamiltonien HN;1 soit de la forme :HN;1(S1; �1; x; ~x; y; ~y) = �2b10;1S1 + �2b11;0�1 + b12;0�21 + b10;2S21 + �b11;1�1S1+Pk+j�3 b1k;j�k1Sj1; (1.26)o�u les oeÆients b1k;j sont des s�eries enti�eres en �. Pour ela, on substitue les variableS1 et �1 dans ~HsN � f :HN;1(S1; �1) = ( ~HsN � f)(S1 + �A1; �1 + �B1)= �b0;1(S1 + �A1) + b2;0(�1 + �B1)2 + b0;2(S1 + �A1)2+ Xk+j�3 bk;j(S1 + �A1)j(�1 + �B1)k (1.27)
On herhe des valeurs de A1 et B1 telles que les oeÆients devant �1 et S1 soientdes O(�2). Pour ela on d�eveloppe les puissanes de S1 + �A1 et de �1 + �B1 �a l'aide dubinomôme de Newton :(�1 + �B1)k(S1 + �A1)j = kXp=0 jXq=0 CpkCqjSq1�p1�k+j�p�qBk�p1 Aj�q1 (1.28)1. Choix de la valeur de B1 tel que b11;0 = O(�2)Le oeÆient devant �1 du d�eveloppement de HN;1 est :b11;0 = 2�b2;0B1 + Xk+j�3;k�1 bk;jk�k+j�1Bk�11 Aj1:Le terme derri�ere le signe sommatoire i-dessus est un O(�2). Pour annuler le termede degr�e 1 en �, il suÆt don de prendre B1 = 0 .2. Choix de la valeur de A1 tel que b10;1 = O(�2)Le oeÆient devant S1 dans le d�eveloppement de HN;1 est :26



b10;1 = �b0;1 + 2b0;2�a + Xk+j�3;j�1 bk;jj�k+j�1Bk1Aj�11 :Le terme derri�ere le signe sommatoire i-dessus est un O(�2). Pour annuler les termesde degr�e 1 en �, il suÆt don de prendreA1 = � b0;12b0;2 ;3. expression des oeÆients b1i;j en fontion des oeÆients bi;jOn d�eduit de la valeur des oeÆients A1 et B1 l'expression des oeÆients destermes de degr�e inf�erieur �a 2 de H2;1 :b10;1 =Xj�3 b0;j�j�3Aj�11b11;0 =Xj�2 b1;j�j�2Aj1b11;1 =Xj�2 b1;jj�j�2Aj�11 :b10;2 = b0;2 +Xj�3 b0;jC2j �j�2Aj�21 :b12;0 = b2;0 +Xj�1 b2;j�jAj1:On obtient les oeÆients des termes de degr�e sup�erieur �a 2par la relation :b1q;p =Xj�q bp;jCqj (�A1)j�q:B) Deuxi�eme �etape : passage du rang n� 1 au rang nSuposons que l'on ait onstruit des variables (Sn�1; �n�1) telles que le hamiltonienHN;n�1 soit de la forme :HN;n�1(Sn�1; �n�1) = �nbn�10;1 Sn�1 + �nbn�11;0 �n�1 + bn�12;0 �2n�1 + bn�10;2 S2n�1+�bn�11;1 �n�1Sn�1 +Pk+j�3 bn�1k;j �kn�1Sjn�1 : (1.29)27



Nous herhons des oe�ients AN et BN de fa�on �a e que HN;n(Sn; �n) soit de laforme : HN;n(Sn; �n) = �n+1bn0;1Sn + �n+1bn1;0�n + bn2;0�2n + bn0;2S2n+�bn1;1�nSn + Xk+j�3bnk;j�knSjno�u les oeÆients bnk;j sont des s�eries enti�eres de �. On substitue don les variables(Sn; �n) dans HN;n :HN;n(Sn + �nAn; �n + �nBn) = �nbn�10;1 (Sn + �nAn) + �nbn�11;0 (�n + �nBn)+bn�12;0 (�n + �nBn)2 + bn�10;2 (Sn + �nAn)2+�bn�11;1 (�n + �nBn)(Sn + �nAn)+ Xk+j�3bn�1k;j (�n + �nBn)k(Sn + �nAn)jOn herhe alors des valeurs des onstantes An et Bn telles que les oeÆients devantS1 et �1 soient des O(�n+1). Dans e but, on d�eveloppe les puissanes de Sn + �nAn et de�n + �nBn �a l'aide du binôme de Newton :(�n + �nBn)k(Sn + �nan)j = kXp=0 jXq=0 CpkCqjSqn�pn�n(k+j�p�q)Bk�pn aj�qn : (1.30)1. Choix de la valeur de An telle que bn0;1 = O(�n+1)Le oeÆient de Sn est :�nbn�10;1 + 2�nbn�10;2 An + �n+1bn�11;1 Bn + Xk+j�3;j�1 bn�1k;j j�n(k+j�1)BknAj�1n : (1.31)Pour annuler les termes en �n, on prendAn = � bn�10;1 (0)2bn�10;2 (0) :2. Choix de la valeur de BN telle que bn1;0 = O(�n+1)Le oeÆient de �n est : 28



�nbn�11;0 + 2�nbn�12;0 Bn + �n+1bn�11;1 An + Xk+j�3;k�1 bn�1k;j k�n(k+j�1)Bk�1n Ajn: (1.32)Pour annuler les termes en �n, on prendBn = � bn�11;0 (0)2bn�12;0 (0) :3. expression des oeÆients bni;j en fontion des oeÆients bn�1i;jOn d�eduit de e qui pr�e�ede l'expression des oeÆients des termes de degr�e totalen (Sn; �n) inf�erieur �a 2 dans HN;n :bn0;1 = ��1 �bn�10;1 � 2bn�10;2 An�+ bn�11;1 Bn + Xk+j�3;j�1 bn�1k;j j�n(k+j�2)�1BknAj�1nbn1;0 = ��1 �bn�11;0 � 2bn�12;0 Bn�+ bn�11;1 An + Xk+j�3;k�1 bn�1k;j k�n(k+j�2)�1Bk�1n Ajnbn1;1 = bn�11;1 + Xk+j�3;k�1;j�1 bn�1k;j kj�n(k+j�2)�1Bk�1n Aj�1nbn2;0 = bn�12;0 + Xk+j�3;k�2 bn�1k;j C2k�n(k+j�2)Bk�2n Ajnbn0;2 = bn�10;2 + Xk+j�3;j�2 bn�1k;j C2j �n(k+j�2)BknAj�2nOn obtient les oeÆients des termes de degr�e total en (Sn; �n) sup�erieur �a 2 par larelation : bnq;p = Xk�p;j�q bn�1k;j CpkCqj �n(k+j�p�q)Bk�pn Aj�pnC) ConlusionsAu point de oordonn�eesX =  X1�j�nAj�j ; X2�j�nBj�j ; 0; 0; 0; 0!29



la di��erentielle de HsN est d'ordre n+1 en �. On prend e point omme approximationde L4(�) �a l'ordre n+1 en �. On obtient ainsi L4(�) en faisant une simple translation Æa endemi-grand axe ave Æa = O(�) ainsi qu'une translation sur �0 plus petite ar Æ�0 = O(�2).Cependant la forme de la matrie du hangement de variable lin�eaire P implique que �,lui, soit translat�e d'une quantit�e Æ� = O(�).En e�etuant le hangement de variable (1:23) dans ~HsN on obtient une approximationdes fr�equenes propres de L4(�) sous la forme :� = �0 + X1�j�n aj�j +O(�n+1)g = g0 + X1�j�n bj�j +O(�n+1)s = s0 + X1�j�n j�j +O(�n+1); (1.33)
o�u �0, g0, et s0 sont les fr�equenes du PTCR. Nous verrons i-dessous que les prinipalesontributions aux valeurs de g et s sont les oeÆients des termes en x~x et y~y apparaissantdans ~HsN avant de r�ealiser le hangement de variables (1:23).1.5.3 Approximation lin�eaire du Probl�eme �a Quatre Corps Res-treint Cirulaire (PQCRC) s�eulaireDans ette partie, nous donnons des expressions analytiques des fr�equenes propresainsi que des oordonn�ees de L4(�) en e�etuant la premi�ere �etape de l'algorithme pr�esent�ei-dessus. A�n de donner des r�esultats simples et ompr�ehensibles, nous donnons aussiune expression de es r�esultats en les d�eveloppant en puissanes du rapport des demi-grands-axes et de la masse de la plan�ete dont on onsid�ere le point de Lagrange.1.5.3.1 Inuene d'une plan�ete ext�erieureDans e paragraphe on onsid�ere l'inuene d'une plan�ete qui orbite dans le mêmeplan que la plan�ete dont on onsid�ere le point de Lagrange et dont la trajetoire reste�a l'ext�erieur du domaine balay�e par L4(�). C'est le as par exemple de l'approximationplane de Saturne inuant sur les points de Lagrange �equilat�eraux de Jupiter. On d�esignenaturellement par l'indie 1 la plan�ete dont on herhe une approximation du point deLagrange L4(�). La plan�ete ext�erieure est d�esign�ee par l'indie 2, on a don � = m2. Lehamiltonien de e syst�eme s'�erit :Hs2 = Hs1 �Gm2 < 1Æ2 >�1;�2 (1.34)30



Pour aluler le d�eveloppement analytique de < 1Æ2 >�1;�2 �a l'ordre 2, on utilise l'ex-pression donn�ee dans l'artile [LR95℄ :< a2Æ2 >�1;�2= C1(�)� iC3(�0) 1p�a1 (x~x� y~y) +O(3) (1.35)ave �0 = a1=a2, � = a=a2, C1 = (1=2)b(0)1=2(�) et C3 = (�=4)b(1)3=2(�), les b(k)s sont lesoeÆients de Laplae.Pour �nir le alul de e d�eveloppement il nous reste �a aluler le d�eveloppement deC1(�) en s�erie de S. Cependant, on peut d'ores et d�ej�a obtenir l'expression des fr�equeness�eulaires de L4(�) �a l'ordre 1 en �. Etant donn�e que le alul n'est pas le même si ononsid�ere l'inuene d'une plan�ete �ext�erieure ou bien int�erieure on d�esigne respetivementg et s par gext et sext. En sommant les d�eveloppements de < 1=Æ2 > d�e�nie en (1.35) etde Hs1 d�e�nie en (1.19) ne d�ependant que de (x; ~x; y; ~y), on obtient :gext = 27Gm18� n1 + m2�204(M +m1)b(1)3=2(�0)n1 +O(�2)= g0�1 + 29 ��30m1 � +O(��50) +O(�m1) +O(�2)sext = � m2�204(M +m1)b(1)3=2(�0)n1 +O(�2)= �g029 ��30m1 +O(��50) +O(�m1) +O(�2)
(1.36)

Ce alul n'est pas exatement elui des onstantes b1 et 1 des d�eveloppements d�e�nisen (1.33), ar les termes m1(S + �A1)x~x et m1(S + �A1)y~y ontribuent aux valeurs dees onstantes. Cependant, es ontributions sont des O(�m1) et 'est pourquoi nous lesn�egligeons dans un premier temps. Contrairement �a s0 alul�e dans le PTCRC, sext n'estpas nulle, on enl�eve don la d�eg�en�eresene de la h�essienne du hamiltonien en ajoutantune plan�ete �a notre syst�eme. Remarquons que, dans ette approximation, les ontributionsapport�ees par la deuxi�eme plan�ete aux valeurs de gext et sext sont oppos�ees. Le alul de�ext �a l'ordre 1 en � demande plus de travail. Nous devons aluler le d�evelopppement deTaylor �a l'ordre 2 de C1(�) en �0 puis exprimer e d�eveloppement en fontion de S. Onommene par aluler les d�eriv�ees du oeÆient de Laplae b(0)1=2 en utilisant les relationssuivantes �enon�ees dans le livre de Brouwer et Clemene [BC61℄ :31



�db(0)sd� = 2s�2b(0)s + 2(s� 1)�b(1)s1� �2�db(1)sd� = 2s�b(0)s + [(2s� 1)�2 � 1℄b(1)s1� �2 :On en d�eduit l'expression des d�eriv�ees premi�ere et seonde de b(0)1=2 :db(0)1=2d� (�0) = �0b(0)1=2(�0)� b(1)1=2(�0)1� �20d2b(0)1=2d2� (�0) = 2�30b(0)1=2(�0) + (1� 3�20)b(1)1=2(�0)�0(1� �20)2 (1.37)
On obtient don le d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 2 de b(0)1=2 :b(0)1=2(�) = b(0)1=2(�0) + db(0)1=2d� (�0)(�� �0) + d2b(0)1=2d�2 (�� �0)22 : (1.38)On exprime b(0)1=2 en fontion de S en utilisant le hangement de variables :�� �0 = 2�0Sp�a1 + �0S2�a1 (1.39)En substituant le d�eveloppement de b(0)1=2 en fontion de S dans l'expression de < a2Æ2 >d�e�nie en (1.35) on obtient le d�eveloppement de Hs2 en fontion de X :Hs2 = n1S1 � 3Gm12a1 "34 �� + 2p3�a1S�2 + 1a1 � 1Gm1 + d0 � 4� �S2#+b0S � igextx~x� isexty~y + Cte +O(3) (1.40)o�u les onstantes b0 et d0 sont d�eduites du d�eveloppement de Taylor de C1(�) :b0 = � m2�20M +m1 �0b(0)1=2(�0)� b(1)1=2(�0)1� �20 n1 = ���30 n1M +m1 +O(��50)d0 = m2�203m1  (�0 + 3�30)b(0)1=2(�0) + (1� 5�20)b(1)1=2(�0)(1� �20)2 ! = ��30m1 +O� �m1�50�32



Dans e d�eveloppement apparaissent des termes lin�eaires b0S ave b0 = O(�). A�nde faire apparâ�tre les fr�equenes propres du syst�eme, on doit faire un hangement devariables (S; �) 7! (S 0; �0) de mani�ere �a n'avoir que des termes arr�es en (S 0; �0). Ondoit don �eliminer le terme lin�eaire O(�)S en faisant une translation sur S du type S =S1+ �Aext1 . On r�ealise ainsi la premi�ere �etape de l'algorithme pr�esent�e dans le paragraphe1.5.2 en faisant le hangement de variables suivant :�0 = � 3a1Gm1�4(�� 4Gm1 + d0)�1=4 �� + 2p3�a1S�S 0 = �4(�� 4Gm1 + d0)3a1Gm1� �1=4 (S + Aext1 )ave Aext1 = a21��203(M � 3m1)  �0b(0)1=2(�0)� b(1)1=2(�0)1� �20 !n1= a21��303(M � 3m1)n1 +O(��50) +O(�2):Dans les oordonn�ees (S 0; �0; x; ~x; y; ~y), Hs2 a pour expression :Hs2 = te� �ext�02 + S 022 � igextx~x� isexty~y +O(3) +O(�2) (1.41)ave �ext = n1s27(Gm1)24� � 1Gm1 � 4� + d0� � (1.42)Les oordonn�ees du point de Lagrange L4(�) du PQCRC s�eulaire �a l'ordre 1 en �sont elles du PTCRC s�eulaire translat�ees dans la diretion des demi-grand axes d'unequantit�e Æaext :Æaext = �23 a1M � 3m1 ��20 �0b(0)1=2(�0)� b(1)1=2(�0)1� �20 !+O(��50) +O(�2)= �23a1��30 +O(��50) +O(�m1�30) +O(�2); (1.43)
et dans la diretion de l'angle � d'une quantit�e Æ�ext :33



Æ�ext = 23p3(M � 3m1)��20 �0b(0)1=2(�0)� b(1)1=2(�0)1� �20 !+O(��50) +O(�2)= 23p3��30 +O(��50) +O(�m1�30) +O(�2): (1.44)
La fr�equene de libration �ext est prohe de �0 :Æ�ext = �ext � �0 = 3p3m14(M +m1)pM � 3m1 ��30 +O(�pm1�50) +O(�2)= 34p3m1��30 +O(�pm1�50) +O(�m3=21 �30) +O(�2) (1.45)1.5.3.2 appliation au point de Lagrange de JupiterDans e paragraphe, nous utilisons les aluls pr�esent�es i-dessus pour d�erirel'�evolution du point de Lagrange L4(�) de Jupiter dans le probl�eme �a quatre orps restreint,Soleil-Jupiter-Saturne + partiule sans masse. Nous reprenons les notations du paragraphepr�e�edent, l'indie 1 d�esigne Jupiter, et l'indie 2 fait r�ef�erene �a Saturne. Saturne est laplan�ete perturbant le PTCR, et on a � = m2 ' 3 10�4M ' m1=3. Dans une on�gurationprohe de la situation atuelle a1 ' 5:204 et a2 ' 9:582. Dans l'approximation s�eulairedu PTCR, �0 ' 8746:1, g0 ' 351:5, s0 = 0. Si on rajoute l'inuene de Saturne, l'ap-proximation �a l'ordre 1 en � translate es fr�equenes : Æ�ext ' 0:54, Ægext = �Æsext ' 7:37.La valeur de � est modi��ee par la pr�esene de Saturne d'�a peine 0:006%. g est un peuplus a�et�ee et subit une translation de l'ordre de 0:02%, tandis que s est translat�ee demani�ere ons�equente puisqu'elle passe de 0 �a 7:37, levant ainsi la d�eg�en�eressene de lahessienne du hamiltonien en L4(�). L'inuene de Saturne translate �egalement la positionde L4(�) dans le plan (a; �), d'une quantit�e (Æaext; Æ�ext) ' (�2:3 10�4; 5:38).A�n de visualiser l'�evolution de es quantit�es lorsqu'on modi�e seulement le demi-grand axe de Saturne a2, nous repr�esentons leurs �evolutions sur la �gure �g.1 poura2 2 [8:1; 9:65℄. Lorsque a2 varie, g0 et �0 restent bien sûr inhang�ees ; par ons�equent,nous avons repr�esent�e sur les deux graphiques de gauhe de la �gure �g.1, l'�evolutiondes d�ealages des fr�equenes Æ�ext(a2) (en haut), et Ægext(a2), en bas. Nous n'avonspas repr�esent�e sext(a2), ar omme le montre la formule (1.36), sext(a2) = �Ægext. Cesd�ealages de fr�equenes diminuent lorsque Saturne s'�eloigne de Jupiter. Pour a2 ' 8:4,remarquons que es d�ealages sont le double de eux orrespondant �a la situation a-tuelle. N�eanmoins, es translations restent faibles relativement aux valeurs de �0 et g0.Nous utiliserons ette arat�eristique au hapitre 4, pour �elaborer une m�ethode permet-tant de pr�edire l'apparition de r�esonanes seondaires dans l'essaim des troyens. La seule34
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fr�equene subissant des variations notables est sext qui passe de �17 pour a2 ' 8:4 �a �7pour a2 ' 9:6.Sur les graphiques de droite de la �gure �g.1, nous repr�esentons l'�evolution de Æ�ext(en bas) et Æaext (en haut). Les valeurs de Æaext repr�esent�ees sur ette �gure, ne sontpas exatement le r�esultat de l'appliation de la formule (1.43). Cette formule a �et�e�elabor�ee de mani�ere �a obtenir une expression simple et intuitive. Pour obtenir ette ex-pression, nous avons lin�earis�e le hangement de variables qui permet de passer de S �aÆaext : Æaext = S2=� + 2pa1=�S. Pour traer la ourbe Æaext(a2), nous avons gard�e l'ex-pression exate de e hangement de variables. Les quantit�es Æaext et Æ�ext repr�esent�eesne sont don pas proportionnelles. Cependant les �equations (1.43) et (1.44) restent unebonne approximation des valeurs que nous repr�esentons. Selon leurs expressions, on aÆaext ' �a1p3Æ�ext. C'est e qui apparâ�t sur la �gure �g.1. De même que les d�ealagesen fr�equenes, les translations de L4(�) par rapport au point �equilat�eral du PTCR, sontd'autant plus grandes que Saturne se rapprohe de Jupiter. Cei est dû au fait que l'in-uene de Saturne diminue lorsqu'a2 augmente. Pour a2 ' 8:4, les translations Æaext etÆ�ext sont le double de leurs valeurs atuelles.1.5.3.3 Inuene d'une plan�ete int�erieureDans e paragraphe on onsid�ere l'inuene d'une plan�ete qui orbite dans le mêmeplan que la plan�ete dont on onsid�ere le point de Lagrange et dont la trajetoire reste�a l'int�erieur du domaine balay�e par L4(�). C'est le as par exemple de l'approximationplane de Jupiter agissant sur les point de Lagrange �equilat�eraux de Saturne, Uranus,ou Neptune. Comme dans le paragraphe pr�e�edent on hoisit l'indie 1 pour d�esignerles oordonn�ees de la plan�ete dont on herhe une approximation de L4(�) et l'indie 2pour d�esigner elles d'une plan�ete plus prohe du soleil. On a don � = m2. Dans eparagraphe on d�esigne respetivement g et s par gint et sint. Le d�eveloppement de Hs1est expliit�e dans le paragraphe 1.4. Il nous reste don �a d�evelopper < 1=Æ2 >�1;�2 . Cealul ommene de la même fa�on que elui e�etu�e dans le paragraphe 1.5.3.1, maisette fois-i � = a2=a. On alule don d'abord le d�eveloppement de < aÆ2 >�1;�2 dans lesvariables (� � �0; x; ~x; y; ~y). Ce alul est rigoureusement identique �a elui e��etu�e dansle paragraphe 1.5.3.1. On utilise ensuite le hangement de variables :�� �0 = � 2�0p�a1S + 3�0�a1S2 +O(S3); (1.46)pour obtenir le d�eveloppement de< aÆ2 >�1;�2 dans les variables anoniques (S; �; x; ~x; y; ~y).On trouve ainsi l'expression du d�eveloppement de Hs2 :Hs2 = n1S1 � 3Gm12a1 "34 �� + 2p3�a1S�2 + 1a1 � 1Gm1 + d0 � 4� �S2#+b0S � igintx~x� isinty~y + Cte +O(3) (1.47)36



o�u les onstantes b0; d0; gint; sint sont d�e�nies par :b0 = m2M +m1 b(0)1=2(�0)� �0b(1)1=2(�0)1� �20 n1= 2�n1 +O(��20)d0 = m23m1  (3 + �20)b(0)1=2(�0) + (�5�0 + �30)b(1)1=2(�0)(1� �20)2 != 2 �m1 +O� �m1�20�;et gint = 27m18(M +m1)n1 + ��04(M +m1)b(1)3=2(�0)n1 +O(�2)= g0�1 + 29 ��20m1 � +O(��40) +O(�m1) +O(�2)sint = � ��04(M +m1)b(1)3=2(�0)n1 +O(�2)= �g0 29 ��20m1 +O(��40) +O(�m1) +O(�2):
(1.48)

De même que dans le as de l'inuene d'une plan�ete ext�erieure, les ontributionsapport�ees par la deuxi�eme plan�ete aux valeurs de gint et sint sont oppos�ees. En faisant lehangement de variables suivant dans le d�eveloppement de Hs2 :�0 = � 3a1Gm1�4(�� 4Gm1 + d0)�1=4�� + 2p3�a1S�S 0 = �4(�� 4Gm1 + d0)3a1Gm1� �1=4 (S + Aint1 );o�u la onstante Aint1 est d�e�nie par :Aint1 = � a21�3(M � 3m1)  b(0)1=2(�0)� �0b(1)1=2(�0)1� �20 !n1;= � a21��03(M � 3m1)n1 +O(��50)37



on obtient Hs2 = te� �int�02 + S 022 � igintx~x� isinty~y +O(�2) (1.49)ave, �int = n1s27(Gm1)24� � 1Gm1 � 4� + d0� �+O(�2) (1.50)Les oordonn�ees du point de Lagrange L4(�) du PQCRC s�eulaires �a l'ordre 1 en �sont elles du PTCRC s�eulaire translat�ees dans la diretion des demi-grand axes d'unequantit�e Æaint : Æaint = 23 a1M � 3m1 � b(0)1=2(�0)� �0b(1)1=2(�0)1� �20 !+O(�2)= 23a1��0 +O(��30) +O(�m1�0) +O(�2); (1.51)
et dans la diretion de l'angle � d'une quantit�e Æ�int :Æ�int = � 23p3(M � 3m1)� b(0)1=2(�0)� �0b(1)1=2(�0)1� �20 !+O(�2)= � 23p3��0 +O(��50) +O(�m1�30) +O(�2): (1.52)
La fr�equene de libration �ext est prohe de �0 :Æ�int = �int � �0 = 3p3m14(M +m1)pM � 3m1 ��0 +O(�pm1�30) +O(�2)= 34p3m1��0 +O(�pm1�30) +O(�m3=21 �0) +O(�2) (1.53)Dans le as de l'inuene d'une plan�ete int�erieure omme de elle d'une plan�eteext�erieure, un point �xe se substitue �a L4. Ses nouvelles ordonn�ees sont (a; �; x; ~x; y; ~y) =(a+Æa; Æ�; 0; 0; 0; 0), seul le demi-grand axe et la longitude moyenne du point de Lagrangesont don modi��es. Sous l'inuene d'une plan�ete ext�erieure Æa < 0 et Æ� > 0, L4(�) estdon d�eal�e vers de plus petits demi-grands axes et de plus grandes longitudes moyennes.Sous l'inuene d'une plan�ete int�erieur Æa > 0 et Æ� < 0, L4(�) est don d�eal�e vers de plus38



grands demi-grands axes et de plus petites longitudes moyennes. On peut �egalement re-marquer que Æaext=a1 ' ��20(Æaint=a1) et que Æ�ext ' ��20(Æ�int). N�eanmoins nous avonspris des notations di��erentes pour les aluls onernant l'inuene de plan�etes int�erieureset ext�erieures. Dans l'expression de Æaext l'indie 1 d�esigne la plan�ete interne alors quedans le alul de Æaint et indie d�esigne la plan�ete externe. Ces relations signi�ent donque le demi-grand axe et la longitude moyenne du point de Lagrange d'une plan�ete 1 sontplus d�eal�es sous l'inuene d'une plan�ete int�erieure 2 qu'ils ne le seraient si on inter-vertissait les positions des plan�etes 1 et 2. En e sens, les plan�etes ext�erieures ont donmoins d'inuene que les plan�etes int�erieures sur la position de L4(�). On a �egalementÆ�ext ' �20Æ�int, sext ' �0sint, et Ægext = �0Ægint ave Ægext = gext� g0 et Ægint = gint� g0.Dans le même sens que pr�e�edemment les plan�etes ext�erieures ont don �egalement moinsd'inuene que les plan�etes int�erieures sur les valeurs des fr�equenes propres de L4(�).Cette asym�etrie est moins pronon�ee pour les fr�equenes s�eulaires.1.5.3.4 appliation au point de Lagrange de SaturneDans e paragraphe, nous utilisons les aluls pr�esent�es i-dessus pour d�erirel'�evolution du point de lagrange L4(�) de Saturne dans le probl�eme �a quatre orps res-treint, Soleil-Jupiter-Saturne + partiule sans masse. Nous reprenons l'�etude du para-graphe 1.5.3.2, mais ette fois-i en �etudiant le point de Lagrange de Saturne au lieude elui de Jupiter. Les indies 1 et 2 sont don invers�es par rapport aux notations dee paragraphe. L'indie 1 d�esigne Saturne, l'indie 2 fait r�ef�erene �a Jupiter et on a� = m2 ' 10�3. Nous allons �etudier l'�evolution de L4(�) lorsque a1 varie dans l'intervalle[8:1; 9:65℄. Cette fois-i, il faut d�eomposer l'�evolution des oordonn�ees et des fr�equenespropres de L4(�) en deux. D'une part, le demi-grand axe a0 et les fr�equenes propres (�0; g0)du point �equilat�eral du PTCR varient quand a1 varie. D'autre part, il faut prendre enonsid�eration les translations dues �a la perturbation du PTCR par la plan�ete int�erieureJupiter : Æaint, Æ�int, Æ�int, Ægint, Æsint. Nous r�esumons es deux types de variations sur la�gure �g.2. Les fr�equenes �0 et de g0 �evoluent proportionellement au moyen mouvementn1. Elles sont repr�esent�ees sur les graphiques de gauhe, respetivement, en haut et aumilieu. Les variations de Æ�int(a1) et de Ægint(a1), apparaissent sur les �gures de droiterespetivement en haut et au milieu. La translation Æ�int(a1) d�epasse 6 pour a1 ' 8:1,e qui repr�esente 0:25% de �0. Cette translation est 100 fois plus importante que elleobserv�ee sur les troyens de Jupiter au paragraphe 1.5.3.4, ei est dû bien sûr au faitque la masse de Jupiter est plus importante que elle de Saturne, mais aussi au fait quela perturbation d'une plan�ete int�erieure est plus forte que elle d'une plan�ete ext�erieure.N�eanmoins, ette perturbation reste faible par rapport aux variations de �0. Ce n'est pasle as de la fr�equene g. En e�et, sur les �gures du milieu de la �gure �g.2, il apparâ�tque g0 et Ægext ont des valeurs omparables. Le rapport Ægext=g0 augmente de mani�eresigni�ative lorsque a1 diminue, il vaut 0:41 pour a1 = 9:65 et 0:81 pour a1 ' 8:1. Ceimet en avant l'inuene roissante de Saturne sur L4(�), lorsque Saturne se rapprohede Jupiter. La fr�equene la plus alt�er�ee par la pr�esene de Jupiter est s = �Ægint qui39
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atteint �46 pour a1 = 8:1. Nous verrons au hapitre 5 que es variations importantes desfr�equenes s�eulaires jouent un rôle important dans l'apparition de r�esonanes s�eulairesdans l'essaim des troyens de Saturne. Sur les deux �gures du bas, nous repr�esentons �agauhe et �a droite les variations respetives de Æaint et Æ�int. Remarquons que sur etintervalle, les variations de Æ�int sont de l'ordre de 14% de Æ�int(a1 = 8:1), elles sont donbeauoup plus importantes que elles de Æaint qui sont quant �a elles de l'ordre de 2:5% deÆ�int(a1 = 8:1). On peut omprendre ette propri�et�e en onsid�erant l'approximation del'�equation (1.51) : Æaint = 23a1��0 +O(��30 + �m1�0);or (2=3)a1��0 = (2=3)�a2 est ind�ependant de a1, les variations de Æaint sont don duesaux termes de plus grands ordre de ette relation O(��30 + �m1�0). Les variations de �quant-�a elles sont donn�ees par l'�equation (1.52) :Æ�int = � 23p3��0 +O(��50 + �m1�30);le terme de plus faible ordre de ette �equation est proportionnel �a �a2=a1, et varie dafa�on inversement proportionnelle �a a1. Il en r�esulte que, ontrairement �a l'intuition selonlaquelle L4(�) est moins a�et�e par Jupiter lorsque Saturne est loin de Jupiter, la ourbeÆaint d�eroit sur l'intervalle [8:1; 8:379℄, atteignant un minimal loal en a ' 8:379, et roitsur l'intervalle [8:379; 9:65℄.1.5.4 Inuene de N � 1 plan�etesDans e mod�ele, on onsid�ere un syst�eme �a N plan�etes ayant des trajetoires iru-laires oplanaires. On superpose don les e�ets pr�e�edemment �etudi�es de plan�etes interneset externes. Cette fois-i, on num�erote de 1 �a N les plan�etes par ordre roissant selon leurdistane au soleil. On s'int�eresse aux points de Lagrange de la p-i�eme plan�ete. Le hamil-tonien de notre syst�eme s'�erit :HsN = Hs1 � �G Xj2f1;::Ng�fpg mj� < 1Æj >�p;�j (1.54)A�n de d�evelopper le hamiltonien au voisinage du point �equilat�eral prohe de L4(�)nous travaillons dans les variables (S; �; Sp; �p) d�e�nies en (1.7). Notons �j = aj=a ainsique �0j = aj=ap pour j < p et �j = a=aj ainsi que �0j = ap=aj pour j > p. Led�eveloppement du hamiltonien s�eulaire �a l'ordre 2 s'�erit :HNs = Hs1 + Xj2f1;::Ng�fpgnj�j �Xj<p Gmjap �C1(�j)� iC3(�0j)p�ap (x~x� y~y��Xj>p Gmjaj �C1(�j)� iC3(�0j)p�ap (x~x� y~y)�+O(3) (1.55)41



o�u Hs1 = npSp � 3Gmp2ap 2434  � + 2p3�apS!2 + 1ap � 1Gmp � 4��S235�i27Gmp8� npx~x + Cte +O(3) (1.56)
A�n d'obtenir un hamiltonien sous forme diagonale, on e�etue le hangement devariables anoniques suivant :�0 =  3apGmp�4(�� 4Gmp +Pj2f1::Ng�fpg dj)!1=4 � + 2p3�apS!S 0 =  4(�� 4Gmp +Pj2f1::Ng�fpg dj)3apGmp� !1=4 �S +Pj2f1::Ng�fpg �j�ave�j = �a2pmjnp(b01=2(�0j)� �0jb03=2(�0j))3(M � 3mp)(1� �20) ; pour 0 < j < p�j = (�0j)2 a2pmjnp(�0jb01=2(�0j)� b03=2(�0j))3(M � 3mp)(1� �20) !; pour p < j < N + 1dj = mj3mp  (3 + (�0j)2)b(0)1=2(�0j) + (�5�0j + (�0j)3)b(1)1=2(�0j)(1� (�0j)2)2 !; pour 0 < j < pdj = mj(�0j)23mp  (�0j + 3(�0j)3)b(0)1=2(�0j) + (1� 5(�0j)2)b(1)1=2(�0j)(1� (�0j)2)2 !; pour p < j < N + 1
HNs = te+ npSp + Xj2f1;::Ng�fpgnj�j � �tot0 �02 + S 022 � igtot0 x~x� istot0 y~y+O(3) +O(�2) (1.57)o�u (�tot0 ; gtot0 ; stot0 ) sont des approximations �a l'ordre 1 en � des fr�equenes propres deL4(�) : 42



�tot0 = vuut27(Gmp)24�  1Gmp � 4� + Pj2f1;::Ng�fpg dj� !np +O(�2)gtot0 = 27Gmp8� np +Xj<p Gmj4� �0jb(1)3=2(�0j)np +Xj>p Gmj4� (�0j)2b(1)3=2(�0j)np +O(�2)stot0 = �Xj<p Gmj4� �0jb(1)3=2(�0j)np �Xj>p Gmj4� (�0j )2b(1)3=2(�0j)np +O(�2): (1.58)
Les oordonn�ees du point de Lagrange L4(�) sont elles du PTCRC s�eulaire trans-lat�ees dans la diretion des demi-grands axes d'une quantit�e Æa :Æa = 2ap3(M � 3m1)  Xj<p mj b(0)1=2(�j0)� �j0b(1)1=2(�j0)1� (�j0)2 �Xj>p mj(�j0)2�j0b(0)1=2(�j0)� b(1)1=2(�j0)1� (�j0)2 !

+O(�2)= 23ap Xj<p mj�j0 �Xj>p mj(�j0)3!+O(��30) +O(�m1�0) +O(�2); (1.59)et dans la diretion de l'angle � d'une quantit�e :Æ� = �23p3(M � 3m1)  Xj<p mj b(0)1=2(�j0)� �j0b(1)1=2(�j0)1� (�j0)2 �Xj>p mj(�j0)2�j0b(0)1=2(�j0)� b(1)1=2(�j0)1� (�j0)2 !
+O(�2)= �23p3  Xj<p mj�j0 �Xj>p mj(�j0)3!+O(��30) +O(�m1�0) +O(�2):(1.60)Ces quantit�es peuvent être positives ou n�egatives. Si p = 1, Æa est n�egatif. Lorsque paugmente, le nombre de plan�etes, dont l'interation apporte des ontributions positives �ala valeur de Æa, augmente. Pour p = N � 1, Æa est positif. Inversement, pour Æ�, si p = 1,43



Æ� est positif. Lorsque p augmente, le nombre de plan�etes, dont l'interation apporte desontributions n�egatives �a la valeur de Æ�, augmente. Pour p = N � 1, Æ� est n�egatif.La fr�equene de libration est prohe de �0, l'expression de Æ� = � � �tot0 est :Æ� = 3p3mp4  Xj<p mj�j0 +Xj>p mj(�j0)3! +O(�pm1�30) +O(�m3=21 �0) +O(�2): (1.61)Les ontributions des plan�etes aux valeurs des fr�equenes �tot0 et gtot0 sont toutes po-sitives. On a don �tot0 > �0 et gtot0 > g0. De plus, plus le nombre de plan�etes dont ononsid�ere l'inuene augmente, plus la valeur de es fr�equenes augmente.Toutes les ontributions des plan�etes aux valeurs de stot0 sont n�egatives ; on a donstot0 < 0 et plus le nombre de plan�etes dont on onsid�ere l'inuene augmente, plus lavaleur de stot0 diminue.Les aluls de �tot0 , gtot0 , stot0 et de Æa ont �et�e ii pr�esent�es pour L4. Les aluls orres-pondants pour L5 sont analogues et donnent exatement les mêmes r�esultats.1.5.5 Appliation au syst�eme solaireNous appliquons le alul de l'approximation des oordonn�ees et des fr�equenes propresde L4(�) �a l'ordre 1 en � aux points de Lagrange �equilat�eraux des 8 plan�etes de notresyst�eme solaire. Nous r�esumons les r�esultats obtenus dans le tableau TAB.1:1.g0 gtot0 stot0 �0 Æ� Æa Æ�Me 3 8:5 �5:5 5696 0:0044 �3: 10�7 0:094V 17:4 29:5 �12:1 8563 0:044 �2: 10�6 0:4T 13:3 26:1 �12:8 5878 0:08 1:1 10�6 �0:13Ma 0:75 18:5 �17:7 1017 0:03 �12: 10�6 0:95J 351:6 358:9 �7:4 8746 0:5 �2: 10�4 4:5S 42:1 60:4 �18:2 1918 3:5 0:02 �199U 2:3 5 �2:8 264 0:4 0:03 �216N 1:4 2 �0:7 147 0:2 0:05 �216Tab. 1.1 { Appliation au syst�eme solaire �a l'ordre 1 en �Sur haque ligne apparaissent respetivement la valeur de la fr�equene s�eulaire g0 deL4(�) dans le adre du PTCRC ; la valeur des fr�equenes gtot0 et stot0 qui sont les fr�equeness�eulaires de L4(�) alul�ees �a l'ordre 1 en � en onsid�erant l'inuene des 7 autres plan�etes ;la valeur de la fr�equene de libration �0 du PTCRC ; la valeur du d�ealage sur �, Æ� =�tot � �0 dû aux 7 autres plan�etes ; et la valeur de la translation Æa en demi-grand axede L4(�) sous l'inuene des 7 autres plan�etes. Comme s0 = 0, la valeur absolue de stot0nous donne la valeur absolue des variations des fr�equenes s�eulaires dues �a l'inuene44



des 7 autres plan�etes, Æg = gtot0 � g0 et Æs = stot0 � s0. Rappelons que Æg = �Æs + O(�2).Pour toutes les plan�etes �a l'exeption de Jupiter nous onstatons que Æg et g0 sont dumême ordre de grandeur. Cei signi�e que les autres plan�etes exerent une perturbationimportante sur L4(�). Dans le tableau TAB.1:2 nous d�etaillons les ontributions de haunedes plan�etes �a la valeur des fr�equenes s�eulaires.Me V T Ma J S U NMe 3 2:9 0:97 0:02 1:6 0:08 1:4 10�3 4:4 10�4V 0:14 17 7:5 0:09 4:2 0:2 3:7 10�3 1:1 10�3T 0:03 5:1 13 0:26 7:05 0:32 6 10�3 1:8 10�3Ma 6:2 10�3 0:46 2 0:75 14:6 0:62 0:01 3:5 10�3J 7:6 10�5 4 10�3 9:8 10�3 2:7 10�3 352 7:25 0:08 0:02S 8:9 10�6 4:6 10�4 1:1 10�3 2:8 10�4 17:8 42 0:3 0:07U 7:8 10�7 4 10�5 9:6 10�5 2:4 10�5 0:93 1:4 2:3 0:42N 1:6 10�7 8:4 10�6 2 10�5 5 10�6 0:18 0:21 0:28 1:4Tab. 1.2 { ontribution de haune des plan�etes �a la valeur des fr�equenes s�eulaires �a l'ordre 1 en �.Les plan�etes perturbatries sont �erites en haut, et les plan�etes dont on onsid�ere les troyens �a gauhe.Dans la olonne de gauhe apparaissent les plan�etes dont on onsid�ere le point L4 etsur la ligne du haut les plan�etes dont on onsid�ere l'inuene. On �erit la ontribution dela j-i�eme plan�ete �a la valeur de la fr�equene gtot0 du point de Lagrange de la p-i�eme plan�ete�a l'intersetion de la p-i�eme ligne et de la j-i�eme olonne. Les valeurs des fr�equene g0du PTCRC sont insrites sur la diagonale du tableau. La somme des ontributions est�egale �a gtot0 . On onstate que Jupiter apporte une ontribution importante �a la valeurdes fr�equenes s�eulaires de toutes les autres plan�etes, ei provient du fait que etteontribution est proportionnelle au rapport des masses mj=mp. Il en d�eoule �egalementque les ontributions des plan�etes telluriques aux valeurs des fr�equenes s�eulaires despoints de Lagrange des plan�etes gazeuses sont n�egligeables. Ce tableau met en reliefles plan�etes qui jouent un rôle important dans la dynamique des partiules orbitant auvoisinage des points de Lagrange de haune des plan�etes du syst�eme solaire : e sont ellesqui apportent une ontribution notable aux valeurs de gtot0 . Dans le tableau TAB.1:1 onvoit que les valeurs de Æ� sont tr�es faibles, les autres plan�etes a�etent don tr�es peu lavaleur de la fr�equene de libration.Les points de Lagrange qui voient leur fr�equene � la plus a�et�ee sont eux assoi�es �aSaturne, Uranus et Neptune. Cei est dû au fait que les plan�etes int�erieures a�etent plus lavaleur de Æ� que les plan�etes ext�erieures (voir paragraphe 1.5.3.3). Les points de Lagrangequi voient leur demi-grand axe et leur longitude moyenne les plus a�et�es sont aussi euxde Saturne, Uranus et Neptune. C'est �egalement dû au fait que les plan�etes int�erieuresa�etent plus les valeurs de Æa et Æ� que les plan�etes ext�erieures (voir paragraphe 1.5.3.3).Nous d�etaillons les ontributions de haune des plan�etes �a la valeur des demi-grandsaxes des points de Lagrange dans le tableau TAB.1:4.45



�a(U:A) ��(00) ��(00) �g(00) �s(00)Me 7:1 10�15 �2:5 10�7 1:5 10�3 �1:5 10�5 1:3 10�5V 3:3 10�11 �6 10�6 9:5 10�3 �2:3 10�4 1:8 10�4T �2:8 10�11 3:3 10�6 �2 10�3 �9:6 10�6 2:1 10�5Ma 7:9 10�10 �6:5 10�5 2:7 10�3 �1:8 10�4 1:8 10�3J 3:2 10�8 �8 10�4 0:11 �1:2 10�2 9:9 10�4S �3:1 10�5 0:25 �1:1 �0:07 0:13U �4:8 10�5 0:13 �0:16 �9:4 10�3 1:2 10�2N �6:2 10�5 8:1 10�2 �8:8 10�2 �3:1 10�3 5:2 10�3Tab. 1.3 { Di��erene entre les valeurs obtenues �a l'ordre 1 en � et elles obtenues �a l'ordre n en �Me V T Ma J S U NMe �1:4 10�7 �5:5 10�8 �1:5 10�9 �10�7 �4:9 10�9 �9:2 10�11 �2:8 10�11V 2:1 10�7 �1:3 10�6 �2:2 10�8 �1:2 10�6 �6 10�8 �1:1 10�9 �3:5 10�10T 2:5 10�7 5:8 10�6 �1:1 10�7 �4:7 10�6 �2:2 10�7 �4:1 10�9 �1:2 10�9Ma 3:5 10�7 6 10�6 9:5 10�6 �2:7 10�5 �1:2 10�6 �2:2 10�8 �6:6 10�9J 1:2 10�6 1:7 10�5 2:2 10�5 2:4 10�6 �2:3 10�4 �3:3 10�6 �9:6 10�7S 2:12 10�6 3:14 10�5 3:9 10�5 4:2 10�6 1:6 10�2 �4:8 10�5 �1:2 10�5U 4:2 10�6 6:3 10�5 7:8 10�5 8:3 10�6 2:6 10�2 9:1 10�3 �3 10�4N 6:6 10�6 9:8 10�5 1:2 10�4 1:3 10�5 3:9 10�2 1:2 10�2 2:6 10�3Tab. 1.4 { Contribution de la j-i�eme plan�ete �a la valeur du demi-grand axe du point de Lagranges�eulaire L4(�) de la p-i�eme plan�ete �a l'ordre 1 en � (exprim�e en U.A). Les plan�etes perturbatries sont�erites en haut, et les plan�etes dont on onsid�ere les troyens �a gauhe.La ontribution de la j-i�eme plan�ete �a la valeur du demi-grand axe du point de La-grange de la p-i�eme plan�ete est �erit �a l'intersetion de la p-i�eme ligne et de la j-i�emeolonne. La ontribution d'une plan�ete ext�erieure �a la valeur de Æa �etant n�egative etelle d'une plan�ete interieure �etant positive, tous les termes au dessus de la diagonalesont n�egatifs et tous les termes au dessous sont positifs. Jupiter �etant la plan�ete la plusmassive du syst�eme solaire, elle inuene fortement les positions de points de LagrangeL4(�) de toutes les plan�etes du syst�eme solaire. En e�et, Jupiter apporte la ontributionla plus importante aux Æa des points de Lagrange de Mars, Saturne, Uranus, et Neptuneet une ontribution signi�ative �a eux de Merure, V�enus, et la Terre. Les plan�etes quiapportent la ontribution la plus importante aux Æa des points de Lagrange des troisplan�etes restantes, Merure, V�enus et la Terre, sont respetivement V�enus, la Terre etV�enus. Remarquons que la ontribution de la j-i�eme plan�ete au Æa des troyens de la p-i�eme plan�ete semble être une fontion roissante de p, ei est prinipalement dû au faitque l'on onsid�ere des grandeurs relatives et devient faux si l'on onsid�ere les grandeursabsolues Æa=ap. C'est e qu'on voit dans le tableau TAB.1:5 o�u l'on d�etaille les ontribu-46



tions de haune des plan�etes �a la valeur de Æ� ar Æ� = �Æa=(p3ap) +O(�2).Me V T Ma J S U NMe 0:04 0:017 4: 10�4 0:31 1:5 10�3 2:8 10�5 8:7V �0:034 0:21 3:6 10�3 0:21 0:098 1:8 10�4 5:71T �0:03 �0:7 0:01 0:56 0:026 4:9 10�4 1:5 10�4Ma �0:028 �0:47 �0:75 2:1 0:094 1:7 10�3 5:3 10�4J �0:026 �0:39 �0:5 �0:055 5:4 0:075 0:022S �0:026 �0:39 �0:49 �0:052 �198 0:59 0:59 0:15U �0:026 �0:39 �0:48 �0:051 �161 �56 1:9N �0:026 �0:39 �0:48 �0:051 �155 �49 �10Tab. 1.5 { Contribution de la j-i�eme plan�ete �a la valeur de � au point de Lagrange s�eulaire L4(�) dela p-i�eme plan�ete �a l'ordre 1 en � (exprim�e en 00). Les plan�etes perturbatries sont �erites en haut, et lesplan�etes dont on onsid�ere les troyens �a gauhe.Dans e tableau, de même que dans les tableaux pr�e�edents la ontribution de la j-i�eme plan�ete �a la valeur du Æ� du point de Lagrange de la p-i�eme plan�ete apparâ�t �al'intersetion de la p-i�eme ligne et de la j-i�eme olonne.Nous avons programm�e l'algorithme d'approximation de L4(�) et de ses fr�equenespropres �a l'ordre 10 en � a�n de les omparer aux valeurs obtenues �a l'ordre 1 en �. Dansle tableau TAB.1.3 nous aÆhons la di��erene entre les r�esultats obtenus �a l'ordre 10 en �et eux obtenus �a l'ordre 1 en �. �a, ��, ��, �g, et �s repr�esentent respetivement esdi��erenes pour Æa, Æ�, Æ�, gtot0 et stot0 . Ces translations, relativement �a elles obtenues �al'ordre 1 en �, ne sont pas signi�atives, hormis elles de Æ�. En e�et, omme on pouvaits'y attendre, �a=Æa, ��=Æ�, �g=Æg, et �s=Æs restent inf�erieures �a � ' 10�3. Ce n'est pasle as pour �� qui est voisin de Æ�. En e�et les �� de Merure, V�enus, Jupiter, Saturneet Uranus sont du même ordre de grandeur que leurs Æ�. Les �� des autres plan�etes sontde l'ordre de grandeur de 10�1Æ�.Même si, dans ertains as, �g reste prohe de l'oppos�e de �s, e n'est pas toujours leas. Les valeurs de s0 et de gtot0 � g0 ne sont don plus oppos�ees �a l'ordre 10 en � omme'�etait le as �a l'ordre 1 en �.1.6 ConlusionDans un mod�ele s�eulaire, nous avons vu que, si les masses des plan�etes perturbatriessont suÆsamment petites, le point �xe L4 du PTCR est rempla�e par un autre point�xe : L4(�). Dans le probl�eme non s�eulaire, un th�eor�eme �elabor�e par A. Jorba et C. Simo[JS96℄, assure que si les masses des plan�etes perturbatives sont suÆsamment petites etsous ertaines hypoth�ese de non r�esonane et de non d�eg�eneresene de l'hamiltonien, desorbites quasi-p�eriodiques dont les fr�equenes propres sont elles des plan�etes, se substi-tuent aux points �xes L4 et L5. De plus, es orbites quasi-p�eriodiques tendent vers les47



points �equilat�eraux lorsque les masses des plan�etes perturbatives tendent vers z�ero. Der�eents travaux de Philippe Robutel permettent d'obtenir une approximation num�eriquede es trajetoires. Supposons qu'il existe une trajetoire quasi-p�eriodique se substituant�a L4 et que le point �xe L4(�) du mod�ele s�eulaire existe �egalement. Dans e as, la po-sition de L4(�) est la moyenne de la trajetoire quasi-p�eriodique se substituant �a L4 dansle probl�eme non s�eulaire, par rapport aux longitudes moyennes. Si les plan�etes ont unmouvement irulaire et �evoluent dans un même plan, alors la position de L4(�) est elledu point �equilat�eral, d�eal�ee dans la diretion des demi-grands axes d'une quantit�e Æa,et dans la diretion des longitudes moyennes d'une quantit�e Æ�. Dans e hapitre, nousavons donn�e des formules analytiques exprimant es translations et les valeurs propres deL4(�) en fontion des demi-grands axes et des masses des plan�etes.Si les plan�etes ont des trajetoires elliptiques planes, le th�eor�eme des fontions impli-ites permet aussi de onlure sur l'existene du point �xe du mod�ele s�eulaire L4(�) �aondition que les masses et les exentriit�es des plan�etes soient suÆsamment petites. Lesoordonn�ees elliptiques de e point �xe sont elles du point �equilat�eral, translat�ees ettefois-i dans les quatre diretions des variables elliptiques (a; �; e;$). Nous avons aussi�elabor�e un algorithme qui permet d'approximer L4(�) dans e as, mais nous n'avons paseu le temps de le pr�esenter ii. Si les trajetoires des plan�etes sont elliptiques et inlin�ees,alors le point �xe L4(�) existe �egalement �a ondition que les masses, les exentriit�es, etles inlinaisons des plan�etes soient suÆsamment petites. Les oordonn�ees elliptiques de epoint �xe sont elles du point �equilat�eral, translat�ees ette fois-i dans les six diretionsdes variables elliptiques.Dans la suite de notre travail, nous nous int�eressons �a la dynamique de partiules,que nous appellerons des troyens, dont les onditions initiales appartiennent �a un voi-sinage des points �equilat�eraux. Plus partiuli�erement, nous �etudions la perturbation dela dynamique des troyens, par les plan�etes qui ne o-orbitent pas ave eux. Le mod�eles�eulaire irulaire plan, donne une premi�ere id�ee de l'importane de es perturbations.Au paragraphe 1.5.5, nous avons dress�e un portrait global des positions et des fr�equenespropres des points �equilat�eraux du syst�eme solaire. Les plan�etes qui apportent des ontri-butions importantes �a es valeurs, sont elles qui perturbent le plus la dynamique destroyens. Cei nous guide dans le hoix de nos mod�eles plan�etaires. Par exemple, sur letableau tab.1.2, il apparâ�t que les quatre plan�etes g�eantes apportent une ontributionimportante �a la valeur des fr�equenes s�eulaires des points de Lagrange de Neptune. Ellesperturbent don de mani�ere signi�ative les troyens de Neptune. C'est pourquoi au ha-pitre 6, nous �etudions la dynamique des troyens de Neptune en onsid�erant l'inuenedes 4 plan�etes du syst�eme solaire externe. Ce même tableau laisse penser que le syst�emeSoleil-Jupiter-Saturne+partiule sans masse, suÆt �a d�erire l'essentiel de la dynamiquedes troyens de Jupiter et de Saturne. Aux hapitres 4 et 5, nous �etudions respetivementles troyens de Jupiter et de Saturne dans le adre de e syst�eme �a quatre orps restreint.De même que pour L4(�), Les positions et les fr�equenes propres des troyens d�ependentdes onditions initiales des plan�etes. A�n de mieux omprendre le rôle des perturbationsplan�etaires sur la dynamique des troyens, au hapitre 3 nous analysons les hangements de48



dynamique des troyens en fontion des fr�equenes plan�etaires. Aux hapitres 4 et 5, nousmettons en plae un mod�ele �a un param�etre a�n d'�etudier le r�eseau de r�esonanes qui agitsur les troyens de Jupiter et Saturne, pour de multiples on�gurations plan�etaires. Danses hapitres nous utilisons fr�equemment les r�esultats des paragraphes 1.5.3.2 et 1.5.3.4,pour pr�edire les variations des fr�equenes propres des troyens en fontion des onditionsinitiales des plan�etes.Cette �etude est r�ealis�ee dans le adre de la migration plan�etaire, et a aussi pourbut d'explorer la dynamique des troyens, pour des on�gurations plan�etaires qui ont puêtre approh�ees sur des p�eriodes plus ou moins longues dans l'histoire de notre syst�emesolaire. Au hapitre suivant, nous dressons un portrait de la migration plan�etaire. Ceinous guidera dans le hoix des on�gurations plan�etaires que nous allons explorer. Auparagraphe 2.1, nous �etudions les r�esonanes en moyen mouvement entre les plan�etes ainsique l'�evolution des fr�equenes propres des plan�etes. Connaissant l'�evolution des fr�equenespropres des troyens et des plan�etes, nous serons alors en mesure de omprendre quellessont les strutures r�esonantes agissant sur les troyens de Jupiter et de Saturne. Auxparagraphes 2.2 et 2.3, nous pr�esentons des mod�elisations de la migration plan�etaire a�nde d�erire plus pr�eis�ement e ph�enom�ene.
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Chapitre 2Etude de multiples on�gurationsplan�etaires dans le ontexte de lamigrationApr�es la dissipation du gaz de la n�ebuleuse protoplan�etaire, les plan�etes subissent desrenontres prohes ave les ast�ero��des et plan�eto��des du syst�eme solaire. Ces int�erationsont pour e�et de d�estabiliser les plan�etes en modi�ant leurs param�etres elliptiques, eph�enom�ene est onnu dans la litt�erature sienti�que sous le nom de migration plan�etaire.Pour sh�ematiser les m�ehanismes de la migration plan�etaire, les renontres prohes entreune plan�ete et des orps plus prohes du soleil ont tendane �a l'�eloigner du soleil alorsque les renontres ave des orps plus �eloign�es du soleil ont tendane �a la rapproher dusoleil. Etant donn�e que les plan�etes sont suseptibles d'interagir ave des ast�ero��des quisont situ�es soit plus prohes soit plus loin du soleil, ette migration n'est pas monotone.Cependant les mod�elisations r�ealis�ees par leurs auteurs dans les artiles [TGML05℄ et[GML04℄ montrent que l'e�et global de ette migration, est de rapproher Jupiter du soleilet d'en �eloigner Saturne, Uranus et Neptune. Pour sh�ematiser les m�eanismes de ettemigration, Jupiter �etant la plus massive des plan�etes g�eantes et la plus prohe du soleil,elle ommunique �a ertains des plan�eto��des qu'elle renontre suÆsament d'�energie pourtraverser la zone dans laquelle orbitent les autres plan�etes g�eantes et rejoindre la einturede Kuiper. Dans leur lan�ee, es plan�eto��des entrâ�nent les autres plan�etes g�eantes versl'ext�erieur du syst�eme solaire. Ainsi Jupiter est-elle le prinipal moteur de la migrationplan�etaire, elle transmet de l'�energie aux ast�ero��des qui, �a leur tour, en transmettent auxautres plan�etes. En r�ealit�e, e m�eanisme est bien sûr plus ompliqu�e ar des plan�eto��dessont suseptibles d'être d�evi�es vers l'int�erieur du syst�eme solaire par les plan�etes g�eantes.De plus, les R�esonanes en Moyen Mouvement (RMM) renontr�ees par les plan�etes g�eantesa�etent la migration plan�etaire, �a un tel point qu'il est possible qu'Uranus et Neptuneaient interverti leur ordre de positionnement par rapport au soleil (voir [GLTM05℄). Lamigration plan�etaire est don omplexe et notre but n'est pas ii de rentrer dans les d�etailsde ses m�eanismes mais plutôt d'en dresser un portrait grossier dans le but d'explorer des51



on�gurations du syst�eme solaire externe suseptibles d'avoir �et�e approh�ees.2.1 Etude du syst�eme Soleil-Jupiter-Saturne pour demultiples on�gurationsDans ette partie nous nous int�eressons au syst�eme plan�etaire Soleil-Jupiter-Saturne.Les travaux de Mihthenko [MBR01℄ mettent en �evidene que la RMM 1 : 2 Jupiter-Saturne g�en�ere une instabilit�e tr�es forte sur l'ensemble de l'essaim des troyens de Jupiter,les �ejetant de la RMM 1 :1 ave Jupiter en moins de 10000 ans. La pr�esene d'atuelstroyens de Jupiter semble don impliquer que Jupiter-Saturne n'a pas travers�e la RMM1 : 2 lors de la migration plan�etaire. On pourrait penser obtenir ainsi une ontrainte surles onditions initiales de Jupiter et Saturne au d�ebut de la migration plan�etaire. Cepen-dant les travaux post�erieurs de Morbidelli, Tsiganis, Levison, et Gomes, montrent desmod�elisations de migrations plan�etaires o�u les onditions initiales de Jupiter et Saturnesont hoisies avant la RMM 1 : 2 Jupiter-Saturne et ave des exentriit�es tr�es petites.Lors de ette mod�elisation, le ouple Jupiter-Saturne ommene par se rapproher de lazone de RMM 1 : 2 ave des exentriit�es tr�es faibles pour ensuite d�epasser la zone deRMM 1 : 2 sans l'atteindre. Dans e mod�ele, le saut de la RMM 1 : 2 d�estabilise violem-ment les plan�etes sur une ourte p�eriode de temps pendant laquelle les plan�etes externesdu syst�eme aqui�erent des exentriit�es omparables �a leurs valeurs atuelles, expliquantainsi l'arhiteture du syst�eme solaire atuel [LMV+08℄. D'autre part R. Gomes et al.expliquent dans l'artile [GLTM05℄ que e saut �a un e�et dynamique tellement fort surl'ensemble du syst�eme solaire qu'il pourrait être �a l'origine du < Late Heavy Bombard-ment > dont on retrouve des traes sur la Lune. De plus, Morbidelli et al. montrentdans l'artile [MLTG05℄ qu'il est possible que la r�egion des troyens de Jupiter se soitrepeupl�ee d'ast�ero��des apr�es e saut de la r�esonane 1 : 2, levant ainsi la ontraditionapparente entre le franhissement de la RMM 1 : 2 et l'existene des troyens de Jupiter.Il est don probable que, lors de la migration plan�etaire, le ouple de plan�etes g�eantesJupiter-Saturne ait �et�e a�et�e par la proximit�e des RMM 1 : 2, 2 : 5 et 3 : 7, ainsi qued'autres RMM d'ordres plus �elev�es telles que les RMM 4 : 9, 5 : 11, et 5 : 12 ayantun e�et beauoup plus faible sur la dynamique de es plan�etes. Dans le but de mieuxomprendre les RMM importantes dont se sont rapproh�ees Jupiter et Saturne, nous al-lons �etudier la forme des RMM 1 : 2, 2 : 5 et 3 : 7 dans l'espae des onditions initialesdes plan�etes. Jupiter �etant plus massive que Saturne, elle se d�eplae moins que Saturnependant la migration. Cei nous inite �a �etudier di��erentes on�gurations plan�etaires enprenant des positions initiales identiques pour Jupiter et di��erentes pour Saturne. Lemod�ele le plus simple de migration plan�etaire onsiste �a ne faire varier que les demi-grandaxes des plan�etes. Dans e hapitre, les variables se r�ef�erant �a Jupiter et Saturne se-ront d�esign�ees respetivement par les indies 1 et 2. L'anomalie moyenne de Saturne M2,apparâ�t dans l'expression des angles r�esonants des RMM Jupiter-Saturne. Nous �xonstoutes les valeurs initiales des oordonn�ees elliptiques de Jupiter et Saturne �a l'exep-52



tion de a2 et M2. Pour de nombreuses valeurs initiales du ouple (a2;M2), nous int�egronsle syst�eme Soleil-Jupiter-Saturne en ne onsid�erant que les interations mutuelles de esorps (sans migration plan�etaire). Nous alulons les trajetoires des plan�etes sur 200000ans �a l'aide d'un int�egrateur sympletique du type SABAC4 (voir [LR01℄). Nous r�ealisonsdeux analyses en fr�equenes (voir [Las03℄) de a2e�2 , la premi�ere sur l'intervalle de temps[0; 100000℄ ans, et la deuxi�eme sur l'intervalle de temps [100000; 200000℄ ans. On obtientainsi des approximations quasi-p�eriodiques de a2e�2 . Les fr�equenes des termes de plusgrandes amplitudes de es approximations quasi-p�eriodiques, sont assoi�ees aux moyensmouvements de Saturne n(1)2 et n(2)2 respetivement sur la premi�ere et la deuxi�eme p�erioded'int�egration. La quantit�e ndif = log10(j(n(1)2 �n(2)2 )=n(1)2 j) est un indie de di�usion quan-ti�ant la stabilit�e du ouple de plan�etes Jupiter-Saturne. Sur les �gures �g.3 et �g.4, nousassoions �a haque valeur des onditions initiales (a2;M2) une ouleur odant la valeur dendif selon l'�ehelle de ouleur orrespondante. L'�ehelle de ouleur va du bleu au rouge. Lebleu orrespond �a des zones de stabilit�e (ndif < 10�6 ), et le rouge �a des zones haotiques(ndif > 10�3 ). Ces �gures nous permettent de loaliser les RMM 1 : 2, 2 : 5 et 3 : 7dans le plan des onditions initiales (a2;M2). Une �gure de e type s'appelle une artede di�usion, et nous utiliserons largement et outil dans la suite de notre travail. Lesvaleurs initiales des variables (a2; e2) pour lesquelles Jupiter et Saturne sont en RMM,sont rassembl�ees autour d'une valeur onstante de a2 ave une largeur proportionnelle �aune puissane de l'exentriit�e e2 [MF01℄. Comme nous le voyons sur les �gures �g.3 et�g.4, l'allure de es r�esonanes dans le plan (a2;M2) ressemble �a un pendule perturb�e o�ules zones r�esonantes sont repr�esent�ees par des �̂les dont la taille est proportionnelle �a unepuissane de l'exentriit�e. Ces �̂les sont s�epar�ees par des noeuds r�ev�elant la pr�esene destrutures hyperboliques.

Fig. 3 { RMM 1 : 2 Jupiter-Saturne dans le plan (a2;M2) pour des exentriit�es de Jupiter et Saturne�egales �a 10�5 (�a gauhe), �a la moiti�e de leurs valeurs atuelles (au milieu), et �a leurs valeurs atuelles (�adroite). Les autres valeurs initiales des variables elliptiques des plan�etes sont �egales aux valeurs atuelles.Sur la �gure �g.3, nous repr�esentons la r�esonane 1 : 2 dans le plan (a2;M2) pourdes valeurs des exentriit�es initiales de Jupiter et Saturne �egales �a 10�5 (�a gauhe), �a la53



Fig. 4 { De gauhe �a droite, les RMM 1 : 2, 2 : 5 et 3 : 7 Jupiter-Saturne dans le plan (a2;M2). Lesautres valeurs initiales des variables elliptiques des plan�etes sont �egales aux valeurs atuelles.moiti�e de leurs valeurs atuelles (au milieu), et �a leurs valeurs atuelles (�a droite). Ii, ainsique dans la suite de notre travail, le terme < valeurs atuelles > fait r�ef�erene aux valeursdonn�ees par DE405 �a la date en jours Juliens : 24522005 (10 otobre 2001). Comme onpouvait s'y attendre, la taille des �̂les r�esonantes est quasiment nulle pour des exentriit�esinitiales voisines de 10�5, puis augmente lorsque les exentriit�es initiales augmentent.Dans haun de es as, la dynamique semble ompliqu�ee et plusieurs strutures r�esonantesapparaissent. Les angles r�esonants de la RMM 1 : 2 de plus bas ordre sont�j = �1 � 2�2 �$jave j 2 f1; 2g. Le mod�ele du pendule ave l'angle �1 est suÆsant pour pr�edire le nombreet les valeurs de M2 pour lesquelles es ventres et noeuds apparaissent [RL01℄. Les entresdes �̂les orrespondent �a �1 = k:360Æ et les noeuds �a �1 = 180 + k:360Æ. Les valeurs deM2 orrespondantes dans l'espae des onditions initiales, sont :M2 = (�1 +$1)=2�$2 + k:180ÆM2 = (�1 +$1)=2�$2 + 90 + k:180ÆDans e mod�ele, il y a don deux �̂les et deux entres. Les entres des �̂les sont atteintspour M2 ' 140Æ et M2 ' 320Æ. Les noeuds quant �a eux sont atteints pour M2 ' 50Æ etM2 ' 230Æ. Ces pr�editions orrespondent relativement bien aux deux �gures de droitede la �gure �g.3. Cei explique que les ventres et les noeuds de la RMM 1 : 2 soient at-teints pour des valeurs de M2 identiques lorsqu'on modi�e les exentriit�es des plan�etes.Une approximation similaire permet d'expliquer que les RMM 2 : 5 et 3 : 7 ontiennent54



respetivement 5 et 7 �̂les dans le plan (a2;M2), omme 'est le as sur la �gure �g.4. Parontre, le fait que es �̂les soient atteintes pour di��erentes valeurs de a2 n'est pas expliqu�epar e mod�ele. Cette d�eformation en a2 est exag�er�ee par le fait que l'on utilise des oor-donn�ees elliptiques non anoniques, qui sont onstruites �a partir de positions et de vitessesh�elioentriques, et serait moins pronon�e dans des oordonn�ees anoniques onstruites �apartir de positions h�elioentriques et de vitesses baryentriques. Relativement �a la tailledes �̂les de r�esonanes, e d�ealage en demi-grand axe est plus important sur la �gure�g.4 que sur la �gure �g.3. En e�et, il existe des valeurs initiales de a2 pour lesquellesle ouple de plan�etes Jupiter-Saturne est dans la RMM 1 : 2 quelle que soit la valeurinitiale de M2, alors que e n'est pas le as pour les RMM 2 : 5 et 3 : 7. Par ontre, lesd�ealages maximaux entre les entres des �̂les de r�esonanes sont de l'ordre de 0:04 UApour haune de es trois RMM. En examinant l'�evolution des angles de libration �1 et�2 pour les mêmes onditions initiales que elles de la �gure de droite de �g.3, nous avonsonstat�e que dans la plupart des as �1 est en libration, alors que e n'est pas le as pour�2. La RMM 2 : 5 poss�ede quatre angles r�esonants d'ordre minimal :�1 = 2�1 � 5�2 + 3$1�2 = 2�1 � 5�2 + 2$1 +$2�3 = 2�1 � 5�2 +$1 + 2$2�4 = 2�1 � 5�2 + 3$2 (2.1)En examinant l'�evolution de es angles pour des onditions initiales pla�ant le oupleJupiter-Saturne dans des �̂les de la �gure �g.4, nous n'avons observ�e que l'angle �4 enlibration. Cependant le mod�ele du pendule ave l'angle �4, ne pr�edit pas bien les valeursde M2 pour lesquelles es �̂les sont atteintes.Sur la �gure �g.5, nous repr�esentons les valeurs de la fr�equene n(1)1 � 2n(1)2 issues del'int�egration sur [0; 100000℄ ans de la �gure de droite de la �gure �g.3. Pour haque valeurde la ondition initiale a2, on voit l'ensemble auquel appartient n(1)1 � 2n(1)2 pour M2 2[0; 360Æ℄. Cet ensemble est un intervalle lorsqu'il ne oupe pas la RMM 1 : 2. Cet intervalleest plus large pr�es de la r�esonane qui orrespond au palier horizontal de la �gure �g.3. Ceiest r�ev�elateur du fait que les valeurs de n1 et de n2 d�ependent plus de la valeur initiale deM2 pr�es de la r�esonane. Lorsqu'on s'�eloigne de la RMM ette d�ependane diminue. Nousavons repr�esent�e en bleu les fr�equenes orrespondant �a (a2;M2) 2 [8; 8:5℄ � f340:04Æg,'est-�a-dire �a une oupe horizontale passant par une �̂le de la RMM 1 : 2 repr�esent�ee sur la�gure de droite de la �gure �g.3. Par la suite, nous d�esignerons ette oupe par le terme :tranhe elliptique. Les valeurs de n(1)1 � 2n(1)2 repr�esent�ees en vert orrespondent �a uneoupe horizontale passant par un noeud, (a2;M2) 2 [8; 8:5℄� f24:14Æg, par la suite nousd�esignerons ette oupe par le terme : tranhe hyperbolique. Le palier vert est plus largeque le palier bleu, et en dehors de la RMM, la ourbe verte est plus pentue que la ourbebleue. Les variations de n1�2n2 au voisinage de la r�esonane sont don plus grandes pourla tranhe hyperbolique que pour la tranhe elliptique.Notons �j;kp;q = pnj � qnk. Comme nous le verrons au hapitre 3, es fr�equenes jouentun rôle important dans la dynamique des voisinages des points de Lagrange �equilat�eraux.55
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2.2 Etude du syst�eme Soleil-Jupiter-Saturne en mi-gration for�ee : < travers�ee > de la RMM 1 : 2Pour aluler les trajetoires du syst�eme Soleil-Jupiter-Saturne, nous utilisons un in-tegrateur sympletique SABA4. Le fontionnement de es int�egrateurs est d�erit dansl'artile de J. Laskar et P. Robutel [LR01℄. Nous allons modi�er et int�egrateur a�n demod�eliser de fa�on simple la migration plan�etaire.Le hamiltonien du syst�eme Soleil-Jupiter-Saturne est de la forme :H = A + �B; (2.2)o�u A est la partie K�epl�erienne du hamiltonien,B est l'oppos�e de l'inverse de la distanemutuelle des plan�etes Jupiter-Saturne, et � = Gm1m2. Pour approximer une trajetoireX du ot de H en utilisant un int�egrateur sympletique, on s�epare H en deux partiesplus simples, A et �B, que l'on sait int�egrer analytiquement. X est solution du syst�emedi��erentiel suivant : dXdt = LHX (2.3)o�u LH est l'op�erateur di��erentiel d�e�ni par LHX = fH;Xg. Les solutions du syst�emedi��erentiel (2.3) sont donn�ees formellement par l'expression X(t) = etLHX0, ave X0 =X(t = 0). Le sh�ema d'int�egration pour aluler X(t + �) �a partir de X(t) en utilisantl'int�egrateur SABA4, onsiste �a approximer l'op�erateur e�LH par l'op�erateur :e�1LAe�d1L�Be�2LAe�d2L�Be�3LAe�d2L�Be�2LAe�1LAe�d1L�B ;o�u les valeurs des j, pour j 2 f1; 2; 3g, et des dj, pour j 2 f1; 2g, sont donn�ees dansl'artile de J. Laskar et P. Robutel [LR01℄ et v�eri�ent 1 + 2 + 3 = 1 et d1 + d2 = 1. Enutilisant e sh�ema, on int�egre en fait un autre hamiltonien prohe de l'hamiltonien H :HIS = H +O(� 8�+ � 2�2):L'erreur ommise sur l'hamiltonien int�egr�e est don en O(� 8�+ � 2�2). Cet int�egrateur esttr�es performant pour de petites valeurs de �. Il est possible de l'ameliorer en utilisantun orreteur (voir [LR01℄ pour plus de d�etails), on obtient alors l'int�egrateur SABAC4approximant H �a des termes O(� 4�2 + � 6�) pr�es.Dans le sh�ema d'int�egration sympletique, pour aluler la solution X(t+ �) �a partirde X(t), on alule suessivement les solutions au temps d1� de �B, puis au temps 1�de A et... Ii, A est la partie k�epl�erienne du hamiltonien, int�egrer A revient don �ad�eplaer Jupiter et Saturne sur des ellipses en utilisant la loi des aires. Pour mod�eliserla migration plan�etaire, on ajoute un d�eplaement onstant en demi-grand axe dans lapartie k�epl�erienne de Saturne, a2 = a2 + vmigj� , pour j 2 f1; 2; 3g. On ajoute ainsi unfor�age ext�erieur au syst�eme Soleil-Jupiter-Saturne. vmig repr�esente en quelque sorte lavitesse de migration de Saturne. Dans nos int�egrations, la valeur de vmig est onstante.58



Ce syst�eme for�e n'est pas onsevatif. Une int�egration de ondition initiale X0 ave unpas de temps positif et vmig = v0 6= 0, suivie d'une int�egration de la même dur�ee aveun pas de temps identique mais une vitesse de migration vmig = �v0, ne donnent pas desonditions �nales voisines de X0. L'hamiltonien et le moment in�etique total du syst�emene sont plus des int�egrales premi�eres du mouvement.
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< saut de la RMM 1 : 2 >. Lors de e saut, le demi-grand axe de Saturne augmentebrutalement, et elui de Jupiter diminue. Les exentriit�es des plan�etes quant �a ellesatteignent des valeurs omparables aux valeurs atuelles. L'angle �1 est en libration pour0 6 t . 340000 ans et l'angle �2 est en libration pour 240000 . t . 340000 ans.Cependant es librations ne signi�ent pas pour autant que l'on soit dans une r�esonane.Pour mieux omprendre e point, sur la �gure �g.9, nous avons tra�e l'�evolution de ��2 =e2ei(�1�2�2+$2) (�gure du haut) et de ��1 = e1ei(�1�2�2+$1) (�gure du bas). Au debut del'int�egration, les exentriit�es des plan�etes sont tr�es petites, ��1 et ��2 osillent prohede 0. puis, les entres de es osillations se d�eplaent progressivement, vers la gauhepour Jupiter et vers la droite pour Saturne. Cette phase orrespond �a l'augmentation desexentriit�es e1 et e2, visible sur la �gure �g.7, avant le saut de la RMM 1 : 2. En mêmetemps que les entres des osillations de ��1 et ��2 s'�eloignent de l'origine, les amplitudesde librations de �1 et �2 diminuent, mais ei n'est dû qu'�a un e�et de perspetive, ar lesamplitudes des osillations de ��1 et ��2 ne diminuent pas. Au bout de 340000 ans, ��1 et��2 hangent brutalement de omportement, pour d�erire de larges librations autour del'origine. e hangement radial de omportement est du au sens de migration de Saturne,qui implique que l'on franhisse les s�eparatries de la RMM 1 : 2 prohe d'un pointhyperbolique. Si l'on inverse le sens de migration de Saturne lors du franhissement de laRMM 1 : 2, alors les plan�etes Jupiter-Saturne entrent dans la r�esonane, et ontinuent �amigrer en se maintenant en r�esonane.Sur la �gure �g.8, nous avons tra�e l'evolution de l'angle $1 � $2 = �2 � �1 enfontion du temps ; et angle est en libration pour 240000 . t . 340000 ans, e qui estpr�evisible vu que �1 et �2 sont en libration sur et intervalle de temps. Pour t & 340000ans, $1�$2 est toujours en libration ave une plus faible amplitude qu'auparavant, alorsque ni �1, ni �2 ne sont en libration. Nous avons fait une autre int�egration en prenantpour ondition initiale a2 = 7:8, et en gardant les mêmes valeurs des variables elliptiquesinitiales des plan�etes. Dans e as, ni �1, ni �2, ne sont en libration, par ontre $1 �$2est bien en libration apr�es la RMM 1 : 2. Ce type de libration �a deja �et�e observ�e parMarzari et Sholl [MS07℄. Ces librations ne orrespondent pas non plus �a une r�esonaneet l'�egalit�e g1 = g2 n'est pas v�eri��ee.2.3 Un exemple de migration des plan�etes externesdu syst�eme solaire en interation ave un disquede plan�et�esimaux.Comme nous l'avons dit dans le paragraphe pr�e�edent, l'erreur ommise sur le hamil-tonien int�egr�e �a l'aide de l'int�egrateur sympletique SABAC4, est en O(� 4�2 + � 6�). Cetint�egrateur est don performant lorsque � est petit, ou plus pr�eis�ement lorsque les termesontenus dans �B restent petits devant A. Lorsque deux orps se rapprohent, l'inversede leur distane mutuelle grandit. �B ne peut don plus être onsid�er�e omme une per-61



turbation, et les int�egrateurs sympletiques ne sont plus un outil adapt�e pour alulerla trajetoire de es orps. Il existe ependant des int�egrateurs sympletiques hybridespermettant de palier �a e d�efaut (voir l'artile de Chambers [Cha99℄). Le prinipe de eshybrides, onsiste �a mettre les inverses des distanes mutuelles des orps en renontresprohes, dans la partie A de l'int�egrateur sympletique. Plus pr�eis�ement, onsid�erons lehamiltonien H = A + �B d'un syst�eme ontenant N orps num�erot�es de 1 �a N , et une�etoile repr�esent�ee par l'indie 0, aveA = NXj=1 p2j2mj �Gm0mjÆ0j�G NXj=1 NXk=j+1 mjmkÆjk (1�K(Æjk))B = �G NXj=1 NXk=j+1 mjmkÆjk K(Æjk); (2.4)
o�u Æjk est la distane mutuelle entre les orps j et k, et mj est la masse du j-i�eme orps.La fontion y 7�! K(y) est d�erivable exept�e en deux points, elle vaut 1 lorsque y estgrand, et 0 quand y est petit. Lorsque qu'il n'y a pas de renontre prohe, tous lesK(Æjk) de l'�equation (2.4) vallent 1, et par ons�equent et int�egrateur est un int�egrateursympletique normal. Lors de renontres prohes, il existe au moins une valeur du ouple(j; k) pour laquelle 1�K(Æj;k) 6= 0. Des termes apparaissent don dans A, le di��ereniantd'un integrateur sympletique lassique.Nous avons utilis�e un int�egrateur de e type programm�e par J. E. Chambers etal., Merury [Cha99℄, pour int�egrer la trajetoire des plan�etes g�eantes en interationave un disque de plan�et�esimaux de 40 masses terrestres. Ce disque est onstitu�e de1000 plan�eto��des de masses identiques, de onditions initiales e = I = $ = 
 = 0,et (a;M) 2 [12; 30℄ � [0; 360Æ℄. Les valeurs initiales du ouple (a;M) sont hoisiesr�eguli�erement espa�ees sur une grille de 10� 100. Les valeurs initiales des variables ellip-tiques des plan�etes sont leurs valeurs atuelles, exept�e les demi-grands axes de Saturne,Uranus, et Neptune, qui valent respetivement 8:1, 13, et 18. Nous avons int�egr�e e syst�emesur 5 millons d'ann�ees (5 Ma).Sur la �gure �g.10, nous avons repr�esent�e les mêmes variables que sur la �gure �g.7sur l'intervalle de temps t 2 [0; 500000℄ ans. Le franhissement de la RMM 1 : 2, Jupiter-Saturne, se produit aux alentours de t = 200000 ans, tr�es similairement �a elui de lamigration for�ee du paragraphe pr�e�edent. Comme on pouvait s'y attendre, les ourbesrepr�esentant les variables elliptiques de Jupiter et Saturne sont moins r�eguli�eres que dansle as de la migration for�ee. Les sauts en demi-grands axes et exentriit�es marquant laRMM 1 : 2 sont tr�es semblables �a eux de la migration for�ee. Les exentriit�es maximalesatteintes sont e2 ' 0:1 et e1 ' 0:06, alors qu'elles �etaient e2 ' 0:09 et e1 ' 0:05, dans62
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le as de la migration for�ee. Lors de ette int�egration, les angles qui entrent en librationsont les mêmes que pour la migration for�ee. Tout d'abord �1 entre en libration, puis �2et $1 � $2. L'�evolution de $1 � $2 en fontion du temps, est repr�esent�e sur la �gure�g.11 sur une p�eriode de 5 Ma. Cet angle est en libration depuis le moment o�u �2 entreen libration jusqu'�a la �n de l'int�egration. Sur la �gure �g.12, nous avons repr�esent�e lesdemi-grands axes et exentriit�es des quatre plan�etes externes sur la totalit�e de la dur�eede l'int�egration. Les indies 1, 2, 3, 4 font r�ef�erene respetivement �a Jupiter, Saturne,Uranus et Neptune. Apr�es le saut de la RMM 1 : 2, les exentriit�es des plan�etes diminuentpeu �a peu, le demi-grand axe de Jupiter ontinue �a diminuer tandis que les demi-grandsaxes des autres plan�etes g�eantes ontinuent d'augmenter. Les vitesses de migration, _a1,_a2, _a3, _a4 ne sont pas onstantes, leurs valeurs absolues diminuent ave le temps. Ceir�esulte du fait que le disque de plan�et�esimaux, moteurs de la migration, se d�epeuple peu�a peu. La plupart de es plan�eto��des sont soit �ejet�es du syst�eme solaire, soit envoy�es versles on�ns du syst�eme solaire.

64



 5.06

 5.1

 5.14

 5.18

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

 0.02

 0.04

 0.06

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

 8.2

 8.4

 8.6

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

 0

 0.04

 0.08

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

 13.2

 13.6

 14

 14.4

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

 0

 0.04

 0.08

 0.12

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

 18

 19

 20

 21

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06Fig. 12 { R�esultats de l'int�egration sur 5 Ma du syst�eme Jupiter-Saturne-Uranus-Neptune, en intera-tion ave un disque de plan�et�esimaux de 40 Masses terrestres. A gauhe : de haut en bas, a1, a2, a3, a4,�a droite : de haut en bas, e1, e2, e3, e4. 65



2.4 ConlusionLa migration plan�etaire est un proessus ompliqu�e, qui d�epend de nombreux pa-ram�etres. Nous avons pr�esent�e des mod�elisations de e ph�enom�ene a�n d'en donner unaper�u plus onret. N�eanmoins le hoix du nombre de plan�eto��de et de leur r�epartitionainsi que la position initiale des plan�etes est assez arbitraire. Dans les hapitres suivants,nous nous int�eressons �a l'�evolution de la dynamique des troyens pendant la migration. Maisdevant la diversit�e des s�enarios possibles, nous avons d�eid�e de ontourner le probl�eme enn'introduisant pas de migration plan�etaire dans nos int�egrations. Nous supposons que lamigration des plan�etes est suÆsamment lente pour que l'on puisse analyser la dynamiquedes troyens dans le adre des invariants adiabatiques (voir [Hen82℄). Plus pr�eis�ement,onsid�erons un Hamiltonien qui d�epend d'un param�etre � : H(q; p; �). Supposons que �varie lentement ave le temps, par exemple que j _�j � �. On peut supposer que si � estsuÆsamment petit, il existe un petit intervalle de temps sur lequel la trajetoire g�en�er�eepar les �equations du mouvement du hamiltonien H, de ondition initiale (q0; p0; �0), resteprohe de la trajetoire du < syst�eme �g�e > g�en�er�e par le hamiltonienH(q; p; �0) de ondi-tion initiale (q0; p0). On peut don approximer la dynamique des trajetoire du syst�emeH(q; p; �), en les d�eoupant en une suession de solutions du syst�eme �g�e. La onnais-sane de la dynamique des syst�emes �g�es permet don de omprendre la dynamique dusyst�eme non �g�e. Nous allons faire l'analyse de es �etats �g�es, en onsid�erant une sues-sion de on�gurations plan�etaires. Cei nous permetra de aluler les fr�equenes propresdu syst�eme, et d'�etudier les strutures r�esonantes agissant sur les troyens. Dans les hapitre4 et 5, nous �etudions l'�evolution des troyens de Jupiter et de Saturne pour des onditionsinitiales des plan�etes hoisies le long de la tranhe elliptique du paragraphe 2.1. La des-ription des fr�equenes propres des plan�etes le long de la tranhe elliptique, r�ealis�ee auparagraphe 2.1 nous sera utile pour pr�edire l'apparition des strutures r�esonantes parmiles troyens de Jupiter et Saturne.
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Chapitre 3Etude g�en�erale des struturesr�esonantes dans un essaim de troyens
Dans e hapitre, nous nous int�eressons aux troyens dans le sens g�en�eral du terme,'est-�a-dire �a des partiules appartenant �a l'�eventuelle zone de stabilit�e avoisinant l'un despoints de Lagrange de la p-i�eme plan�ete d'un syst�eme plan�etaire onstitu�e de N plan�etesen orbite autour d'une �etoile. Nous supposons que e syst�eme plan�etaire est suÆsammentstable pour que les trajetoires des plan�etes puissent être approxim�ees sur un intervalle detemps donn�e par des orbites quasi-p�eriodiques. Nous ordonnons es N plan�etes par ordreroissant des demi-grands-axes. Les fr�equenes fondamentales des plan�etes sont not�ees :n = (n1; :::nN ), �g = (g1; :::; gN) et �s = (s1; :::; sN), ave nj le moyen mouvement de laj-i�eme plan�ete, gj la fr�equene assoi�ee �a la preession du p�erih�elie de la j-i�eme plan�ete,et sj la fr�equene assoi�ee �a la preession de la longitude du noeud asendant de la j-i�emeplan�ete.S'ils existent, les troyens de la p-i�eme plan�ete sont des partiules en RMM 1 : 1 aveelle-i. Le moyen mouvement des troyens est don prohe de elui de la p-i�eme plan�ete.L'angle r�esonant �1:1 = �p � � est en libration, la fr�equene de libration � assoi�ee �a�1:1 est une des fr�equenes propres de la partiule. D'autres partiules, peuvent avoirune orbite en forme de fer �a heval entourant les deux points de Lagrange �equilat�eraux.Ces partiules sont don aussi dans la RMM 1 : 1 mais elles ne font pas l'objet de notre�etude. A l'int�erieur de ette RMM, les troyens peuvent renontrer d'autres r�esonanes.Nous proposons i-dessous une m�ethode g�en�erale permettant de pr�evoir quelles struturesr�esonantes sont suseptibles d'avoir un e�et sur les troyens.3.1 Cas du Probl�eme �a Trois Corps RestreintsDans e hapitre, nous nous int�eressons au PTCR, N = p = 1. Dans e as, les pointsde Lagrange L4 et L5 sont bien d�e�nis et sont des points �xes dans un rep�ere tournant67



ave la plan�ete. Quand le mouvement de la plan�ete est irulaire, un r�esultat lassique dû�a Gasheau (1843), garantie que es points �xes sont lin�eairement stables si et seulementsi les masses de la plan�ete et de l'�etoile v�eri�ent l'in�egalit�e : 27m1M < (m1 +M)2. Nousutilisons des masses relatives, par ons�equent M = 1, et es points �xes sont lin�eairementstables pour m1 2 [0;m0℄, ave m0 = (1�p23=27)=2 ' 0:0385. Pour une plan�ete ayantune trajetoire elliptique, il existe �egalement des rit�eres de stabilit�e qui d�ependent ettefois-i de l'exentriit�e de la plan�ete [MS05℄. Quand les points �equilat�eraux de Lagrangesont lin�eairement stables, leurs fr�equenes propres v�eri�ent :�0 = O(pm1)g0 = O(m1)s0 = 0: (3.1)Ces fr�equenes ont don des ordres de grandeurs di��erents, �0 � g0 � s0. Il existedes mod�eles qui donnent des approximations des fr�equenes propres (�; g; s) des troyensdans l'ensemble du domaine de stabilit�e (voir par exemple [Mor99℄). Selon es mod�eles,les ordres de grandeurs de es fr�equenes restent les mêmes dans l'ensemble de l'espaedes fr�equenes des troyens, exept�e pour s qui peut atteindre des valeurs en O(m1) maisv�eri�e toujours jsj < jgj. Cei rend peu probable l'existene de r�esonanes n'impliquantque les fr�equenes propres de la partiule. Les �eventuelles r�esonanes impliquent donn�eessairement les fr�equenes plan�etaires, appel�ees aussi fr�equenes de for�ages. Dans leas du PTCR, il n'y a qu'une fr�equene de for�age, 'est le moyen mouvement n1 de laplan�ete. Les seules r�esonanes possibles sont don elles de la Famille I d�e�nies dans notreartile [RB08℄, pour lesquelles les fr�equenes propres du syst�eme v�eri�ent :j� + kn1 + lg + rs = 0; (i; j; k; r) 2 Z4; (3.2)ave k + l + r = 0. � �etant grand devant g et s, es r�esonanes sont suseptiblesd'apparâ�tre lorsque n1=� est prohe d'un rationnel q. D'apr�es l'�equation 1.19 du para-graphe 1.4.2, la fr�equene propre �0 du point de Lagrange du probl�eme s�eulaire s'exprimesimplement : �0 = n1r27m14M :En utilisant ette approximation, on en d�eduit que les r�esonanes de la Famille I jouentun rôle important dans la dynamique des troyens, lorsque �0=n1 est prohe d'un rationnelq, e qui se traduit par l'�egalit�e : m1 = 4q227 : (3.3)Dans le PTCR irulaire, es r�esonanes sont moins nombreuses que dans le probl�emeelliptiques. En e�et, dans le PTCR elliptique, l'apparition de l'angle $1, fait apparâ�trepour haque angle r�esonant de la Famille I du probl�eme irulaire , une sous-famille68



d'angles r�esonants. Cei augmente les possibilit�es de reouvrement entre les �el�ements deette famille.3.2 Cas d'un syst�eme �a N + 2 orps restreintsPour N > 1, les points de Lagrange �equilat�eraux ne sont pas solutions des �equations dumouvement du syst�eme �a N +2 orps restreints. Cependant, omme nous l'avons montr�eau hapitre 1.3.3, pour des valeurs de � = maxfmj j1 6 j 6 N;mj 6= pg suÆsammentpetites, le probl�eme s�eulaire �a l'ordre un des masses plan�etaires admet des points �xes,L4;5(�), voisins des points d'�equilibres �equilat�eraux. Dans le probl�eme non s�eulaire, espoints peuvent être rempla�es par des orbites quasi-p�eriodiques [Gab03℄. Les simulationsnum�eriques montrent que, pour des valeurs de � suÆsamment petites, il existe des zones destabilit�es prohes des points �equilat�eraux de Lagrange. Les partiules appartenant �a ettezone de stabilit�e sont les troyens auxquels nous nous int�eressons. Consid�erons l'inuenede la j-i�eme plan�ete sur les troyens oorbitant ave la p-i�eme. A�n de failiter notreanalyse, nous allons s�eparer la perturbation due �a la j-i�eme plan�ete en deux parties quenous appellerons inuenes direte et indirete. L'inuene direte est due �a l'attrationgravitationnelle de la j-i�eme plan�ete sur les troyens. L'inuene indirete provient del'interation entre les plan�etes p et j. Cette interation perturbe leurs trajetoires qui nesont par ons�equent plus kepleriennes.En terme de fr�equenes, le prinipal e�et de la perturbation direte est de modi�er lesfr�equenes (�; g; s) des troyens. Au paragraphe 1.5, nous avons donn�e des approximationsdes fr�equenes propres et des oordonn�ees des points de Lagrange L4;5(�) en fontion deette perturbation (voir �equations 1.58, et 1.59). Cette approximation n'est valable qu'auxpoints de Lagrange, mais elle permet de donner une id�ee de l'ordre de grandeur de l'ationde la j-i�eme plan�ete sur les troyens de la p-i�eme plan�ete. D'apr�es ette approximation,ette inuene est plus importante dans le as o�u j < p que dans le as o�u j > p. Enappliquant ette approximation au syst�eme solaire, nous avons pu onstater que � est tr�espeu a�et�e par la j-i�eme plan�ete, tandis que g et s le sont plus notoirement. De telle sortequ'�a l'exeption des troyens de Jupiter (p = 5), les ations diretes des autres plan�etesmodi�ent fortement la dynamique du PTCR.L'ation indirete agit de mani�ere plus subtile : l'introdution d'une plan�etesuppl�ementaire fait apparâ�tre trois fr�equenes de for�age, suseptibles de se ombinerave les fr�equenes du syst�eme pour faire apparâ�tre de nouvelles r�esonanes dans l'es-saim des troyens. Par exemple, les r�esonanes impliquant np sont a�et�ees par l'apparitiondes fr�equenes s�eulaires des autres plan�etes. Ces fr�equenes de for�age augmentent lespossibilt�es de r�esonanes, nous initant �a �etendre les r�esonanes de la Famille I aux rela-tions du type : i� + jnp = �(kg + ls + kg:�g + ls:�s); (3.4)69



ave i 6= 0, j 6= 0, kg 2 ZN , ls 2 ZN , et j + k + l + kg:1 + ks:1 = 0. Dans ette�eriture, le point repr�esente un produit salaire, et 1 = (1; :::; 1) 2 ZN. L'enrihissementde ette famille peut g�en�erer de larges r�egions haotiques dues �a des reouvrements entrees r�esonanes.L'augmentation du nombre de fr�equenes de for�age peut �egalement faire apparâ�trede nouvelles r�esonanes s�eulaires. Comme le montre le tableau tab.1.1, dans le syst�emesolaire, exept�e les fr�equenes g des troyens de Jupiter, les fr�equenes s�eulaires de L4(�)sont tr�es prohes des fr�equenes propres assoi�ees aux p�erih�elies et aux longitudes desnoeuds des plan�etes. Les r�esonanes s�eulaires du type g = te jouent don un rôle impor-tant. Dans le as des troyens de Jupiter, la r�esonane s = s6 (l'indie 6 faisant ii r�ef�erene�a Saturne) limite la zone de stabilit�e des troyens de Jupiter ayant de faibles inlinaisons.De même que dans l'artile [RB08℄, nous appelons Famille III, la famille des r�esonaness�eulaires d�e�nies par les relations du type :kg + ls+ kg:�g + ls:�s = 0; (3.5)ave k+ l+ kg:1+ ks:1 = 0. Nous verrons au paragraphe 4.2.1, que ette famille joue unrôle important dans la dynamique des troyens de Saturne. Comme nous l'avons dit plushaut, g et s ne sont pas du même ordre de grandeur. Parmi es r�esonanes on peut dondistinguer deux sous-familles importantes, elle des r�esonanes de Famille III v�eri�antk = 0, et elles v�eri�ant k 6= 0.L'ajout de la j-i�eme plan�ete rend possible des r�esonanes en moyen mouvement aveles troyens de la p-i�eme plan�ete. Etant donn�e que n ' np, es RMM o��nident ave desRMM entre les plan�etes p et j. Prohe de la RMM � : � entre la p-i�eme et la j-i�emeplan�ete, la quantit�e �p;j�;� = �np � �nj est du même ordre de grandeur que les fr�equeness�eulaires des plan�etes. Si les plan�etes sont loin de la RMM � : �, �p;j�;� est du mêmeordre de grandeur que les moyens mouvements des plan�etes. Entre es deux extrêmes, Ilexiste don des on�gurations interm�ediaires pour lesquelles �p;j�;� est du même ordre degrandeur que � = O(pmp), rendant possible des relations r�esonantes entre � et �p;j�;�. Ceinous onduit �a introduire la famille de r�esonanes que nous appelons Famille II, d�e�niepar les relations du type :i� � q�p;j�;� = �(kg + ls+ kg:�g + ls:�s); (3.6)ave q(� � �) + k + l + kg:1 + ks:1 = 0. Cette famille joue un rôle dans la dynamiquedes troyens des plan�ete g�eantes de notre syst�eme solaire. Remarquons que si � = 0, nousretrouvons la d�e�nition des �el�ements de la Famille I. Si � = 0 ette �equation ressemble �aelle de la Famille I, mais implique le moyen mouvement d'une plan�ete qui n'est pas o-orbitale ave les troyens. Nous n'avons pas identi��e de r�esonanes de e type dans l'espaedes fr�equenes des troyens des plan�etes g�eantes. Nous supposons que � 6= 0 et � 6= 0, a�nque es r�esonanes soient bien assoi�ees �a une RMM entre les plan�etes p et j. Si N > 2,ette famille peut-être d�e�nie de mani�ere enore plus g�en�erale si l'on onsid�ere les RMM�a trois orps, impliquant les moyens mouvements de 3 plan�etes. Des r�esonanes de e type70



pourraient jouer un rôle dans l'�evolution de la dynamique des troyens d'Uranus lors dela migration plan�etaire. L'�etude de es r�esonanes n'est pas trait�ee dans notre ouvrage.N�eanmoins, les m�ethodes de loalisation de la Famille II que nous mettons en plae dansles hapitres 4 et 5 sont aussi appliables �a e genre de r�esonanes, mais les RMM �a plus de2 orps �etant plus petites que elles �a 2 orps, il est probable que l'e�et de es r�esonanesapparent�ees �a la Famille II soit moins important.Plus prohe de la RMM � : �, �p;j�;� est de l'ordre de gandeur de g = O(mp), e quinous onduit �a introduire la famille de r�esonanes que nous appelons Famille IV, d�e�niepar les relations du type : kg + q�p;j�;� = �(ls+ kg:�g + ls:�s); (3.7)ave q(�� �) + k + l + kg:1+ ks:1 = 0. Dans un syst�emes plan�etaire �a N plan�etes aveN > 1, es quatre familles de r�esonanes peuvent don agir sur les troyens. Devant ladiversit�e de es familles, on peut penser qu'il est improbable qu'auune de es famillesn'apparaisse dans l'espae des fr�equenes des troyens, e qui rend leur �etude d'autant plusint�eressante.
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Chapitre 4Appliation aux troyens de Jupiter
La majorit�e du travail pr�esent�e dans e hapitre a �et�e expos�e dans notre artile [RB08℄.Il nous a sembl�e pertinent de r�eexposer es r�esultats, pour donner plus de oh�erene �anotre travail. Nous allons �etudier l'evolution des strutures r�esonantes d�erites i-dessus,dans l'essaim des troyens de Jupiter. Robutel et Gabern ont montr�e dans l'artile [RG06℄,que le syst�eme Soleil-Jupiter-Saturne + partiule, ontient l'essentiel de la dynamiquede es troyens. Notre �etude s'applique �a e syst�eme �a quatre orps restreint. A�n d'êtreoh�erent ave les notations de la setion 3, nous faisons r�ef�erene �a Jupiter par l'indie1, et �a Saturne par l'indie 2, les quantit�es sans indie sont elles de la partiule sansmasse. Ainsi les demi-grands axes de Jupiter et Saturne sont not�es (a1; a2), leurs moyensmouvements (n1; n2), et leurs fr�equenes s�eulaires �g = (g1; g2) et �s = (0; s2). Commenous l'avons expliqu�e au hapitre pr�e�edent, les r�esonanes de la Famille IV doivent jouerun rôle dans la dynamique des troyens prohes des RMM. Dans la on�guration atuelledes plan�etes, Jupiter et Saturne sont prohes de la RMM 2 : 5. Des r�esonanes de laFamille IV devraient don apparâ�tre dans l'espae des fr�equenes des troyens. Comme lemontrent les r�esultats de l'artile [RG06℄, 'est e�etivement le as. Plusieurs r�esonanesde la Famille IV apparaissent, v�eri�ant des relations du même type que l'�equation (3.7)ave k = 4 et q = 1. Nous verrons omment �evoluent les �el�ements de la Famille IVlorsqu'on hange la g�eom�etrie du syst�eme au paragraphe 4.2.1. Plus loin des RMM, nousnous attendons �a voir apparâ�tre des r�esonanes de la Famille II. Dans leur on�gurationatuelle, Jupiter et Saturne sont loin de la RMM 1 : 2, et des �el�ements de la Famille IIassoi�es �a �1;21;2 apparaissent lairement dans l'espae des fr�equenes des troyens [RG06℄.Du fait de ette distane, es �el�ements sont assoi�es �a des valeurs de i = 5 et q = �2dans l'�equation (3.6). Nous �etudions l'e�et des �el�ements de la Famille II pour di��erenteson�gurations spatiales du syst�eme Jupiter-Saturne au paragraphe 4.2.1. Les r�esonanesdes Famille I et Famille III, jouent un rôle important dans la dynamique des troyensatuels. Mais �a part tr�es pr�es de la RMM 1 : 2, es familles ne sont quasiment pasa�et�ees par la migration plan�etaire, elles requi�erent don moins d'�etude que les famillesII et IV . 73



4.1 Mod�ele �a un param�etreA�n de omprendre omment agissent les strutures r�esonantes dans l'essaim destroyens lorsqu'on hange la on�guration spatiale du syst�eme Jupiter-Saturne, nousonsid�erons une suession de onditions initiales des plan�etes. Les fr�equenes propres desplan�etes d�ependent prinipalement du rapport de leurs demi-grands-axes. En ons�equene,nous d�eidons de ne modi�er qu'un seul param�etre : la valeur initiale du demi-grand axede Saturne a2. Nous nous ramenons ainsi �a un mod�ele �a un param�etre. Pour haque va-leur du param�etre a2, nous int�egrons le Soleil, Jupiter, Saturne, et un ensemble de troyens(onsid�er�es omme des partiules sans masse). Les valeurs du demi-grand axe de Saturnesont hoisies entre 8 et 9:625, les autres onditions initiales des plan�etes sont �egales �a leursvaleurs atuelles. L'avantage de e mod�ele, 'est que les onditions initiales des troyensne d�ependent pas des valeurs du param�etre a2. Dans haque int�egration, nous int�egrons8000 partiules sans masses, pour des valeurs de (a; e) 2 A = [5:2035; 5:4030℄� [0:05; 0:30℄sur une grille de 200�40 onditions initiales uniform�ement r�eparties. Les autres variableselliptiques des partiules sont �xes : � = ���1�60 = 0, �g = $�$1 = �60, 
 = 
1, etI = I1 + I?. Etant donn�e que l'apparition des strutures r�esonantes d�epend de l'inlinai-son initiale [RG06℄, nous onsid�erons trois valeurs de I? di��erentes : 2Æ, 20Æ, et 30Æ. Pourhaque valeur de I?, et ensemble de onditions initiales est not�e DI?. Notons F , l'ap-pliation qui, �a haque troyen du domaine DI?, assoie ses fr�equenes propres, (�; g; s).L'image de F est l'espae des fr�equenes des troyens, notons la �I? = F(DI?). Il estimportant de mentionner le fait que l'espae des fr�equenes des troyens pr�esente deuxsym�etries. La premi�ere, par rapport �a la ourbe de l'espae des onditions initiales destroyens, qui est prohe de la droite d'�equation a = a1(t = 0) ' 5:2035, et la deuxi�emepar rapport �a une ourbe prohe de la droite d'�equation e = e1(t = 0) ' 0:0489. Depart et d'autre de es ourbes, il existe des onditions initiales dont les fr�equenes propresassoi�ees sont identiques. Les trajetoires de es partiules ne sont pas les mêmes, maiselles appartiennent au même tore invariant. D'un point de vue dynamique, es trajetoiressont don �equivalentes. Ces sym�etries nous permettent de nous restreindre �a un ensemblede onditions initiales du type f(a; e); a > a1(t = 0); e > e1(t = 0)g.Nos int�egrations num�eriques sont r�ealis�ees �a l'aide d'un int�egrateur sympletiqueSABA4 ave un pas d'int�egration de 0:2 an. Les troyens et les plan�etes sont int�egr�es surdeux tranhes de temps ons�eutives de 5 Ma. Sur haune de es tranhes d'int�egrations,nous alulons les fr�equenes propres des partiules qui n'ont pas �et�e �ejet�ees de la RMM1 : 1. Notre analyse de DI? repose sur trois informations ompl�ementaires. L'informa-tion la plus simple est donn�ee par le taux d'�ejetion nI?ej (a2), �egal au nombre de troyens�ehappant �a la RMM 1 : 1 avant la �n de l'int�egration (10Ma), divis�e par le nombre initialde troyens int�egr�es (8000). Ce taux d'�ejetion d�epend, bien sûr, du domaine int�egr�e par lebiais de I? et de la valeur du param�etre a2. Etant donn�e que notre int�egrateur ne prend pasen ompte les renontres prohes ave Jupiter, e taux d'�ejetion est sans doute surestim�e.N�eanmoins, nI?ej (a2) reste un indiateur de l'instabilit�e globale des troyens onsid�er�es (voir�g.17). Les autres informations sont tir�ees du alul des fr�equenes propres des troyens.74



De la même fa�on qu'au paragraphe 2.1 o�u on utilise les variations du moyen mouvementde Saturne omme indiateur d'instabilit�e permettant de repr�esenter des artes de di�u-sion de la dynamique des plan�etes, on utilise ii les variations de la fr�equene de librationdes troyens pour r�ealiser des artes de di�usions de DI?. Ces artes nous permettent devisualiser les d�eformations de la zone de stabilit�e quand on modi�e la valeur du param�etrea2. L'�etude de �I? permet d'identi�er les strutures r�esonantes agissant sur la dynamiquedes troyens, et de omprendre ainsi les auses du hangement de forme de ette zonede stabilit�e. Une fois onnue l'�evolution des fr�equenes plan�etaires pour a2 2 [8; 9:625℄(�etudi�ees au paragraphe 2.1), il est possible de pr�edire quelles strutures r�esonantes sontpr�esentes dans l'espae des fr�equenes des troyens, �a ondition de onnâ�tre les bornesdu domaine �I?. Dans e but, nous supposons que es bornes ne d�ependent pas de lavaleur de a2, e qui est une bonne approximation dans le as des troyens de Jupiter. Nousutilisons la valeurs des bornes suivantes :�2 � [7700; 9150℄� [310; 445℄� [�45;�7:5℄�20 � [7400; 8660℄� [285; 350℄� [�40;�3:5℄�30 � [7000; 8138℄� [251; 280℄� [�30; 0:6℄ (4.1)o�u es fr�equenes sont exprim�ees en seondes d'ar par an. Ces produits d'intervallessont respetivement les projetions de �I? sur les droites engendr�ees par �, g, et s, quenous noterons ��(�I?), �g(�I?), et �s(�I?). Remarquons que les bornes inf�erieures de �et s sont un peu arbitraires, ar les partiules orrespondantes ont des trajetoires pourlesquelles l'approximation quasi-p�eriodique n'est pas tr�es bonne, e qui rend moins perti-nente l'utilisation des fr�equenes propres. En fait, l'ation direte de Saturne sur l'essaimdes troyens translate les bornes de �I?. Une bonne approximation de es translationsdes fr�equenes est donn�ee par elles du point de Lagrange du probl�eme s�eulaire L4(�),repr�esent�ees sur la �gure �g.1. D'apr�es ette approximation les bornes de ��(�I?) varientd'environ 0:7 sur l'intervalle a2 2 [8:1; 9:625℄, alors que elles de �g(�I?) varient d'environ10. Ces bornes varient don tr�es peu relativement �a l'ordre de grandeur de es fr�equenes,et 'est pourquoi nous onsid�erons qu'elles sont ind�ependantes de a2. Cei nous permet-tra de pr�edire ave une bonne pr�eision l'apparition des familles II et IV dans l'espaedes fr�equenes des troyens. Les bornes de �s(�I?), varient de fa�on plus ons�equentepuisqu'elles varient d'environ une dizaine de seondes d'ar alors que jsj < 50. Notre ap-proximation est don un peu moins bonne onernant ette fr�equene, et nous tiendronsompte de e fait dans notre analyse des r�esonanes s�eulaires.4.2 Analyse de l'�evolution des familles de r�esonanesLe but de notre travail est d'analyser de fa�on exhaustive les strutures r�esonantes sus-eptibles de d�estabiliser les troyens de Jupiter pendant la migration plan�etaire. Commenous l'avons annon�e au hapitre 4.1, nous limitons notre �etude aux valeurs de a2 om-75



prises entre 8 et 9:625, et aux espaes de onditions initiales D2, D20 et D30. Dans unpremier temps, onnaissant les bornes des domaines �I?, onnaissant l'�evolution desfr�equenes plan�etaires (f 2.1) et onnaissant les relations d�e�nissant les 4 grandes famillesde r�esonanes suseptibles d'apparâ�tre dans �I?, nous mettons en plae des m�ethodespermettant de pr�edire les grands �ev�enements a�etant la dynamique des troyens. Dansun deuxi�eme temps, nous v�eri�ons nos pr�edition en les onfrontant aux r�esultats de nossimulations num�eriques. Les taux d'�ejetion, nI?ej (a2), sont repr�esent�es sur les trois fenêtresdu haut de la �gure �g.17, et orrespondent respetivement, de bas en haut, �a I? = 2Æ,I? = 20Æ, et I? = 30Æ. La fenêtre du bas permet de pr�edire l'apparition de la Famille II etsera expliqu�ee au hapitre 4.2.2. Pour haque valeur de l'inlinaison I?, de nombreux pisd'instabilit�e apparaissent. Le but de notre travail est de omprendre quelles strutures sontla ause de es zones instables, et la mani�ere dont es strutures agissent sur les troyens.Sans �etude pr�ealable, il est faile de reonnâ�tre sur es graphiques, l'e�et des RMM entreJupiter et Saturne. Le haos g�en�er�e sur la trajetoire des plan�etes par es RMM induitune instabilit�e uniform�ement r�epartie sur l'ensemble de l'essaim des troyens. Les pis d'in-stabilit�e orrespondant apparaissent don pour les mêmes valeurs de a2 dans haun desdomaines DI? int�egr�es. L'e�et de la RMM 1 : 2 orrespond aux plateaux apparaissantpour a2 < 8:4, elui de la RMM 3 : 7 orrespond aux pis d'instabilit�es vers a2 ' 9:2,et elui de la RMM 2 : 5 apparâ�t pour a2 > 9:62 A.U.. Comme nous l'avons mentionn�eau hapitre 3.2, les �el�ements de la Famille IV apparaissent dans un voisinage prohe desRMM. Ils ontribuent �a l'augmentation de l'instabilit�e au voisinage des s�eparatries desRMM. Comme nous le verrons au hapitre 4.2.1, l'�evolution des familles II et IV d�ependde I?. Les �el�ements de la Famille II, devraient apparâ�tre plus loin des RMM, et nousverrons au hapitre 4.2.2 qu'ils sont la ause des autres pis d'instabilit�e.Conernant l'�evolution de la Famille I, nous avons expliqu�e au hapitre 3.1, que dansle adre de l'approximation lin�eaire s�eulaire du PTCR, la pr�esene de ette famille auvoisinage des points �equilat�eraux ne d�epend pas de la valeur de n1. De plus, nous avonsvu au paragraphe 1.5.3.2, que dans le adre du probl�eme s�eulaire, la pr�esene de Saturnemodi�e tr�es peu la valeur de � au voisinage des points �equilat�eraux. Par ons�equent, lapr�esene de es r�esonanes d�epend surtout de la masse de Jupiter et non des onditionsinitiales des plan�etes. Dans la on�guration atuelle, les r�esonanes de la Famille I as-soi�ees �a (i; j) 2 f(11; 1); (12; 1); (13; 1)g (3.4) agissent sur les troyens. En analysant lesr�esultats de nos simulations num�eriques, nous avons e�etivement observ�e que ette fa-mille ne se d�eplae quasiment pas dans l'espae des fr�equenes des troyens. A part tr�espr�es de la RMM 1 : 2, la Famille I n'est don quasiment pas a�et�ee par la migrationplan�etaire. Elle joue n�eanmoins un rôle dans l'�evolution de la dynamique des troyens. Ene�et, quand une r�esonane d'une autre famille se rapprohe des troyens subissant l'e�etde la Famille I, le reouvrement de es deux familles d�estabilise plus les troyens qu'ils nele seraient isol�ement par haune de es familles. Les �el�ements de la Famille III �evoluentun petit peu plus, mais pas suÆsament pour expliquer les variations importantes des tauxd'�ejetion nI?ej (a2). La r�esonane s�eulaire a�etant le plus la dynamique des troyens, est lar�esonane s = s2. Comme on le voit sur la �gure �g.6 du hapitre 2.1, la fr�equene s2(a2)76



augmente lentement sur l'intervalle [8; 9:625℄ exept�e, bien sûr, prohe des s�eparatriesdes RMM. Elle vaut environ �50 prohe de la RMM 1 : 2. Lorsque a2 est petit, s2 n'ap-partient don pas �a �s(�I?), et la r�esonane s�eulaire s = s2 n'apparâ�t don pas dansl'espae des fr�equenes des troyens. Lorsqu'on s'�eloigne de la RMM 1 : 2, s2 augmentelentement pour atteindre �25 prohe de la RMM 2 : 5. Or �25 2 �s(�I?) pour les troisvaleurs de I? que nous avons onsid�er�ees. quand a2 augmente, la r�esonane s = s2 ap-parâ�t don progressivement parmi les troyens de faible inlinaison pour gagner ensuite lestroyens plus inlin�es. Cependant, nous avons vu au paragraphe 1.5.3.2 (�gure �g.1) quedans l'approximation lin�eaire s�eulaire, s est une fontion roissante de a2, valant environ�14 prohe de la RMM 1 : 2 et atteignant �7 prohe de la RMM 2 : 5. Ces variationss�eulaires orrespondent �etonnamment bien aux translations observ�ees sur �s(�I?) aus�eespar l'inuene direte de Saturne. Cette translation va dans le même sens que elle desbornes de �s(�I?), e qui a pour e�et d'att�enuer le d�eplaement de la r�esonane s�eulaires = s2. Il en r�esulte que ette r�esonane n'apparâ�t jamais prohe du point �equilat�eralet reste toujours on�n�ee au bord de la zone de stabilit�e des troyens. D'autre r�esonaness�eulaires int�eressantes sont elles d�e�nies par la relation :
g = (k1 + 1)g2 � k1g1 (4.2)

ave k1 > 0. L'ordre de es r�esonanes est 2k1+2. Ces r�esonanes sont don d'autant plussuseptibles de jouer un rôle important dans la dynamique des troyens que l'exentriit�edes troyens est grande et que k1 est petit. Pr�es de la RMM 1 : 2, omme le montre la �gure�g.6, la fr�equene s�eulaire g2 augmente onsid�erablement, rendant possible e genre derelations pour de petites valeurs de k1. Connaissant la valeur des fr�equenes s�eulaires,ainsi que les bornes de �g(�I?) et la relation (4.2), il est faile de pr�edire les valeurs de a2pour lesquelles es r�esonanes apparaissent dans �I?. Ces pr�editions sont r�esum�ees dansle tableau Tab.4.1. Ces r�esonanes sont renontr�ees d'autant plus prohes de la RMM1 : 2, que I? est petit, et les intervalles de demi-grand axes a2 pour lesquels es r�esonanesapparaissent sont d'autant plus �ns que I? est grand. Comme on peut le voir en repla�antles intervalles d�e�nis dans le tableau Tab.4.1 sur la �gure �g.17, les r�esonanes assoi�ees�a k1 = 0 sont noy�ees dans l'instabilit�e g�en�er�ee par le franhissement de la s�eparatrie dela RMM 1 : 2. De même que la Famille IV, la r�esonane s�eulaire assoi�ee �a k1 = 1 doitontribuer �a la mont�ee d'instabilit�e sur le bord de la RMM 1 : 2, pour I? 2 f2Æ; 20Æg.Celles assoi�ees �a k1 = 2 peuvent jouer un rôle dans la dynamique des troyens, n�eanmoinsleur rôle est tr�es pontuel, et nous verrons au hapitre 4.2.2 qu'il est n�egligeable devantl'e�et de la Famille II. 77



k1 = 0 k1 = 1 k1 = 2I? = 2Æ a2 < 8:39 a2 2 [8:41; 8:425℄ a2 2 [8:43; 8:45℄I? = 20Æ a2 < 8:395 a2 2 [8:425; 8:43℄ a2 2 [8:45; 8:46℄I? = 30Æ a2 < 8:4 a2 2 [8:435; 8:44℄ a2 2 [8:47; 8:475℄Tab. 4.1 { Ce tableau r�esume les valeurs du param�etre a2 pour lequelles (k1 + 1)g2 � k1g1 2 �g(�I?).4.2.1 Analyse de la Famille IV4.2.1.1 Pr�edition de l'�evolution de la Famille IVDans ette setion, nous onentrons notre attention dans le voisinage prohe de laRMM 2 : 5. Comme nous l'avons mentionn�e au hapitre 4, dans e voisinage nous nousattendons �a voir apparâ�tre des �el�ements de la Famille IV. D'apr�es notre raisonnement, Ilexiste trois autres r�egions o�u l'on s'attend �a voir apparâ�tre la Famille IV dans l'intervalledes valeurs du param�etre a2 2 [8; 9:625℄ : juste apr�es la RMM 1 : 2, juste avant la RMM3 : 7, et juste apr�es la RMM 3 : 7. Nous avons hoisi le voisinage de la RMM 2 : 5pour illustrer la travers�ee de l'essaim des troyens par la Famille IV, pour deux raisons.D'une part, il nous a sembl�e pertinent de d�emarrer notre �etude au voisinage de la situationatuelle. D'autre part, 'est l�a o�u l'inuene de la Famille IV sur la dynamique des troyensest la plus spetaulaire. Les r�esonanes de la Famille IV, sont d�e�nies par la relation (3.7).Elles impliquent les fr�equenes �2;51;2 , g, s et les fr�equenes s�eulaires des plan�etes. Commeon le voit sur la �gure 6, les variations des fr�equenes s�eulaires des plan�etes sont petitesompar�ees �a elles de �2;5. De plus, g1, g2, s2 et s sont petites ompar�ees �a g. De es deuxpropri�et�es, on d�eduit que la pr�esene de la Famille IV dans �I? d�epend prinipalementde la valeur de �2;51;2(a2). Si le terme de droite de l'�equation (3.7) est petit devant kg, unebonne approximation de ette �equation de r�esonane est donn�ee par la ondition :��1;22;5 2 kq �g(�I?): (4.3)Cette relation simple permet d'obtenir une approximation des valeurs de a2 pour lesquellesles �el�ements de la Famille IV apparaissent dans �I?. Cette pr�edition est r�esum�ee par la�gure �g.13. Sur ette �gure, nous avons tra�e la ourbe repr�esentative de la fontion f :a2 7�! ��2;51;2(a2) sur l'intervalle a2 2 [9:575; 9:603℄. Cette fontion d�eroit r�eguli�erementsur l'intervalle [9:575; 9:602℄. Prohe de a2 ' 9:602, un hangement violent de pentemarque le d�ebut de la RMM 2 : 5. Les valeurs de a2 pour lesquelles la relation (4.3)est v�eri��ee, sont mat�erialis�ees par des retangles. Plus pr�eis�ement, la fontion f �etantontinue et monotone sur et intervalle, elle r�ealise une bijetion de f�1 ((k=q)�g(�I?))vers (k=q)�g(�I?). Les retangles repr�esent�es sur la �gure �g.13 sont les produits art�esiensde es deux intervalles, nous les notons RkI?. Pour plus de lart�e, nous limitons notre �etude78



aux r�esonanes pour lesquelles q = 1. Selon les �equations (4.1) et (4.3), le positionnementde la Famille IV d�epend de l'inlinaison I?. Pour mieux omprendre ette d�ependane,nous �etudions l'espae des fr�equenes pour deux inlinaisons : I? = 2Æ et I? = 20Æ. Lesretangles RkI? orrespondants sont olori�es respetivement en gris lair et gris fon�e. Lavaleur de k assoi�ee �a haque retangle est indiqu�ee dans un oin par l'�etiquette kg avek 2 f2; 3; 4; 5g, en bas �a gauhe pour I? = 2Æ, et en haut �a droite pour I? = 20Æ. Troispropri�et�es permettent de omprendre l'�evolution de la Famille IV en fontion de a2 et deI?. Ces propri�et�es sont visibles sur la �gure �g.13 :1. �a k �x�e, les hauteurs et largeurs des ôt�es de RkI? sont des fontions d�eroissantesde I?,2. �a k �x�e, es retangles sont d�eal�es vers la droite quand I? augmente,3. �a I? �x�e, es retangles sont d�eal�es vers la droite quand k diminue.Ces propri�et�es sont dues au fait que la fontion f est d�eroissante et onave, et quela largeur et les bornes de �g(�I?) sont des fontions d�eroissantes de I? (voir [RG06℄).D'apr�es la premi�ere de es propri�et�es, lors d'une migration plan�etaire (variation lente etmonotone du param�etre a2), un �el�ement de la Famille IV agit d'autant plus longtempssur les troyens qu'ils ont une faible inlinaison. Selon la seonde propri�et�e, lorsque a2augmente, les �el�ements de la Famille IV assoi�es �a une valeur de k �x�ee apparaissentd'abord parmi les troyens de faible inlinaison pour gagner ensuite les troyens de plushaute inlinaison. Une autre ons�equene de la premi�ere de es propri�et�es est qu'�a faibleinlinaison, les retangles R32 et R42 ont une intersetion non nulle, alors que les retanglesRk20 pour k 2 f3; 4; 5g sont disjoints deux �a deux.4.2.1.2 R�esultats num�eriquesDans e hapitre, nous allons illustrer les pr�editions pr�e�edentes par des simula-tions num�eriques. Dans le but de simpli�er la pr�esentation de notre travail, nous faisonsdeux simpli�ations. Premi�erement, l'entier q de la relation (3.7) est �x�e, �a q = 1. Parons�equent, les �elements de la Famille IV renontr�es avant la RMM 2 : 5 orrespondent�a des valeurs de k positives. Deuxi�emement, nous ne onsid�erons que les �el�ements de laFamille IV ave ls = (0; 0) et l = 0 dans la formule (3.7), 'est-�a-dire eux n'impliquantpas les fr�equenes s�eulaires s et s2. Cette omission est justi��ee pour de petites inlinai-sons. Même pour des inlinaisons I? = 20Æ, les prinipales r�esonanes de la Famille IVsont ind�ependantes de s et s2 (voir [RB08℄). Pour prendre en ompte es simpli�ations,nous r�eerivons la relation (3.7) sous la forme suivante :g = ��2;5k + k � 3k g1 + k0k (g2 � g1) (4.4)Cette reformulation pr�esente l'avantage de mettre en avant ertaines propri�et�es de laFamille IV. 79
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Fig. 13 { Cette ourbe repr�esente l'�evolution de ��1;22;5(a2) pour a2 2 [9:575; 9:62℄. Les retanglesgris lair et gris fon�e mettent en valeur les on�gurations pour lesquelles la relation (4.3) est v�eri��ee,respetivement pour I? = 2Æ et I? = 20Æ. Les �etiquettes kg pour k 2 f2; 3; 4; 5g, appos�ees dans un oinde es retangles, indiquent que pour es valeurs de a2, �1;22;5 2 k�g(�I?). La on�guration atuelle estmat�erialis�ee par une droite vertiale d'�equation a2 = 9:5855.
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1. �a a2 �x�e, le terme de droite de l'�equation (4.4) est une onstante que nous noteronsgr dont la valeur d�epend de k et k0.2. Toujours �a a2 �x�e : tant que k et k0 ne sont pas trop grands, on a :j � �2;51;2 j � j(k � 3)g1 + k0(g2 � g1)j:Les r�esonanes sont don atteintes pour des valeurs de g prohes de��2;51;2=k. Ainsi les�elements de la Famille IV apparaissent-ils regroup�es en sous-familles assoi�ees �a unevaleur du param�etre k. Dans haque k-sous-famille, une r�esonane est enti�erementd�e�nie par la valeur du param�etre k0.3. Pour une valeur donn�ee de k, les �el�ements de la k-sous-famille sont repr�esent�es pardes plans parall�eles espa�es d'une distane (g2�g1)=k. Notons que ette distane estune fontion d�eroissante de k. De plus, es plans sont rang�es par ordre roissant,dans le sens o�u gr est une fontion roissante de k0.L'ordre des �el�ements de la Famille IV d�e�nis par l'�equation (4.4) vaut :jkj+ jk0j+ jk � 3� k0j:Nous r�esumons les valeurs de es ordres pour (k; k0) 2 f2; 3; 4; 5g�f�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3gdans le tableau tab.4.2.k0 = �3 k0 = �2 k0 = �1 k0 = 0 k0 = 1 k0 = 2 k0 = 3k = 2 7 5 3 3 5 7 9k = 3 9 7 5 3 5 7 9k = 4 11 9 7 5 5 7 9k = 5 13 11 9 7 7 7 9Tab. 4.2 { ordre de la Famille IV au voisinage de la RMM 2 : 5Remarquons qu'�a k �x�e, les ordres minimaux sont atteints pour k0 = 0, mais eminimum peut être atteint pour d'autres valeurs de k0. En e�et, pour k = 2, il y a deuxr�esonanes d'ordre 3, elles assoi�ees �a k0 = �1 et k0 = 0. Seule la sous-famille de laFamille IV assoi�ee �a k = 3 poss�ede une unique r�esonane d'ordre minimal. A l'exeptionde es r�esonanes d'ordre minimal, �a k �x�e, l'ordre augmente de deux lorsque jk0j augmented'une unit�e.Nous avons onstat�e (voir [RB08℄) que l'instabilit�e g�en�er�ee dans �I? par une k-sous-famille est la plus forte lorsque les �el�ements orrespondant �a k0 = 0 oupent le entre de lazone de stabilit�e des troyens. Ce qui est naturel puisque 'est dans ette on�guration quele plus de r�esonanes de faible ordre sont pr�esentes dans l'espae des fr�equenes des troyens.Les pr�editions r�ealis�ees par la �gure �g.13, n�egligent les termes (k�3)=kg1+k0=k(g2�g1)dans l'�equation (4.4). Les r�esonanes dont on pr�edit le mieux la pr�esene dans �I? parles retangles RkI?, sont don elles d'ordre minimal orrespondant �a k0 = 0. La m�ethode81



que nous avons mise en plae pour e�etuer notre pr�edition est don bonne dans le senso�u elle pr�edit la pr�esene d'une r�esonane d'ordre minimal, g�en�erant le plus d'instabilit�e.D'apr�es la �gure �g.13 on voit que lorsque a2 augmente, ette r�esonane d'ordre minimaltraverse d'autant plus vite l'essaim des troyens que k est petit. Cependant, il faut prendreen onsid�eration le fait, qu'�a haun des retangles RkI?, orrespond en fait une k-sous-famille. Les intervalles en demi-grands axes pour lesquels les �el�ements d'une k-sous-familleapparaissent dans �I? sont don plus larges que les bases des retangles RkI?. Commenous le dit la troisi�eme propri�et�e �enon�ee i-dessus, les distanes s�eparant les �el�ementsd'une même k-sous-famille, augmentent lorsque k diminue, e qui �elargit d'autant plus ledomaine en a2 pour lequel les �el�ements d'une k-sous-famille apparaissent que k est petit.D'autre part, nous voyons sur le tableau tab.4.2 que l'ordre d'une r�esonane assoi�ee�a k0 augmente lorsque k augmente. Cei vient orroborer les r�esultats que nous avonsexpos�es dans l'artile [RB08℄, selon lesquels les k-sous familles d�estabilisent d'autant plusles troyens que k est petit.Dans l'artile [RB08℄, nous avons identi��e et d�erit le passage des r�esonanes assoi�ees�a k 2 f2; 3; 4g dans l'�equation (4.4). Nous avons onstat�e que le passage de es r�esonanesdans DI? (pour I? < 30) suit toujours le même s�enario. Nous avons sh�ematis�e le passaged'une de es r�esonanes par la �gure �g.14. Cette �gure repr�esente l'espae des onditionsinitiales (a; e) des troyens. Les deux ôt�es sym�etriques par rapport �a l'axe a = a1 ont �et�erepr�esent�es. La droite horizontale est l'axe des demi-grands axes d'�equation e = e1, et ladroite vertiale l'axe des exentriit�es d'�equation a = a1. La ourbe tra�ee en pointill�emarque la limite de la zone de stabilit�e. Consid�erons des int�egrations de notre mod�elepour des valeurs roissantes de a2 le rapprohant de la RMM 2 : 5. En même temps quele syst�eme plan�etaire Jupiter-Saturne se rapprohe de la RMM 2 : 5, la fr�equene ��1;22;5=kd�eroit vers 0. En ons�equene, la fr�equene r�esonante gr, d'un �el�ement de la k-sous-famille,d�eroit aussi jusqu'�a entrer dans �I?. Les onditions initiales des partiules d�estabilis�eespar la r�esonane g = gr se regroupent autour de ourbes. Ces ourbes sont num�eror�ees de(0) �a (3) sur la �gure �g.14. Les deux portions de ourbes (O), repr�esentent les onditionsinitiales des partiules touh�ees par ette r�esonane, juste apr�es son apparition. Quand a2roit, gr d�eroit, et les r�esonanes se rapprohent du entre de la zone de stabilit�e (ourbes(1)) pour atteindre le point �equilat�eral. Les deux portions de ourbes se rejoignent alorspour en donner une seule : la ourbe (2). Apr�es s'être rapproh�ee du point �equilat�eral,ette r�esonane se d�eplae vers les partiules plus exentriques (ourbe (3)), avant desortir de �I?.A�n d'enrihir es r�esultats, nous avons hoisi ii d'illustrer le passage de ette fa-mille de r�esonane en onsid�erant un autre domaine de onditions initiales pour lestroyens. Au lieu de onsid�erer di��erentes valeurs initiales de l'exentriit�e, nous fai-sons varier leur anomalie moyenne initiale M . Pour haque int�egration, nous alulonsla trajetoire de 8000 partiules. 200 valeurs initiales des demi-grands-axes et 40 va-leurs initiales de l'anomalie moyenne sont r�eparties de mani�ere uniforme dans le domaineB = [5:2035; 5:4030℄� [40:627Æ; 118:627Æ℄. Les autres variables elliptiques sont �x�ees �egales�a : $ = 60, e = 0:05 
 = 
1, I = I1. Nous notons e domaine de onditions initiales82
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Fig. 14 { Ce sh�ema repr�esente de mani�ere globale, le d�eplaement d'une r�esonane dela Famille IV �a travers l'essaim des troyens dans le plan des onditions initiales (a; e),lorsque la valeur de a2 varie. L'axe des absisses a pour �equation e = e1 et l'axe desordonn�ees a = a1. La ourbe en pointill�e repr�esente la limite approimative de la zone destabilit�e. Les ourbes noires loalisent la même r�esonane pour di��erentes valeurs initialesde a2. Elles sont num�erot�ees de 0 �a 3 pour des valeurs d�eroissantes de la fr�equene g despartiules qui subissent ette r�esonane.G. Nous faisons les mêmes aluls que eux d�erits au hapitre 4.1, en rempla�ant DI?par G, et en nous limitant �a des valeurs de a2 2 [9:59911; 9:60178℄. Remarquons queD2 \ G 6= ? ; en e�et les 200 troyens d'exentriit�e initiale 0:05, et d'anomalie moyenneinitiale M = M1, appartiennent �a la fois �a G et �a DI?. Sur la �gure �g.13, nous voyonsque, pour a2 2 [9:59911; 9:60178℄, des �el�ements de la Famille II assoi�es �a k = 2 balayent�2. Comme D2 \ G 6= ?, es �el�ements de la Famille II devraient �egalement apparâ�tredans F(G). C'est e que nous v�eri�ons sur la �gure �g.15. Sur la partie gauhe de ette�gure, nous montrons les artes de di�usion dans le plan B, les �gures a, b, , d, e, forrespondant respetivement aux valeurs du param�etre a2 suivantes : 9:59911, 9:60008,9:60032, 9:60057, 9:60130, 9:60178. Sur la partie droite de la �gure �g.15, nous avonsrepr�esent�e les espaes des fr�equenes (g; s) orrespondant.Le point de Lagrange �equilat�eral a pour valeurs initiales du demi-grand axe et del'anomalie moyenne : (aL4 ;ML4) = (5:2035; 73:6275Æ). Il apparâ�t la plupart du temps aumilieu de la zone de stabilit�e. Comme nous l'avons expliqu�e au hapitre 4.1, l'existened'une sym�etrie par rapport �a une ourbe prohe de l'hyper-plan d'�equation a = a1 nouspermet de nous restreindre aux onditions initiales v�eri�ant a > a1. Remarquons quees zones de stabilit�e sont plus larges du ôt�e des grandes valeurs initiales de M que duôt�e des petites. Cei est dû �a la proximit�e de Jupiter. A�n de faire la orrespondaneentre l'espae des onditions initiales et l'espae des fr�equenes, nous avons marqu�e lesfr�equenes (gL4 ; sL4) du point �equilat�eral, par une roix sur les �gures de droite de la �gure�g.15. La fr�equene s�eulaire gL4 est presque toujours la borne inf�erieure de l'ensemble�g(F(G)). Contrairement aux projetions des artes en fr�equene dans l'espae des ondi-tions initiales (a; e) [RB08℄, ii, il n'est pas faile de visualiser la orrespondane entre Get la projetion de F(G). Cei est dû �a une d�eg�en�eresene de F sur G que nous allons83



expliquer i-dessous.Les fr�equenes propres des partiules de onditions initiales M = te s'alignent surune ourbe CM dans l'espae des fr�equenes. Pour di��erentes valeurs de M , les ourbesCM sont tr�es prohes les unes des autres, de telle sorte qu'on a :8M 2 [40; 118℄; CM � CML4 : (4.5)C'est pourquoi les ourbes CM sont diÆiles �a distinguer les unes des autres. A�n de lesdissoier, nous avons translat�e elles de la �gure �g.15.a sur la �gure �g.16. Sur la �gure�g.16, les fr�equenes les plus prohes du point �equilat�eral (gL4 ; sL4) sont marqu�ees par uneroix. Les fr�equenes orrespondant �a une même valeur initiale de M sont align�ees surune ourbe d�eroissante s(g). Le ot�e gauhe de la ourbe orrespondant aux onditionsinitiales (a;M) 2 [5:2035; 5:4030℄�fML4g est marqu�e par la roix mat�erialisant (gL4; sL4).Cette ourbe n'a pas �et�e translat�ee. Les ourbes CM sont translat�ees proportionnellement �aM�ML4 de telle sorte que les ourbes orrespondant �aM > ML4 apparaissent au-dessouset elles assoi�ees �aM > ML4 au-dessus de CML4 . La plus longue de es ourbes est CML4 equi explique l'inlusion 4.5. Plus M s'�eloigne de ML4 , plus CM est ourte et d�eal�ee vers ladroite. Les onditions initiales des partiules ayant les mêmes fr�equenes propres s'alignentsur les lignes de niveaux de la fontion F sur G. Ces lignes de niveaux enerlent le point�equilat�eral. Elles ressemblent �a des erles d�eform�es, plus �eras�es du ôt�e des onditionsinitiales M < ML4 , o�u les partiules sont plus prohes de Jupiter. La d�eg�en�eresenede F sur G ressemble don �a une invariane par sym�etrie de r�evolution autour du point�equilat�eral. Si les fr�equenes (�; g; s) d'une partiule v�eri�ent une relation de r�esonane,alors toutes les partiules dont les onditions initiales appartiennent �a la ligne de niveauF = (�; g; s), sont aussi dans ette r�esonane. Par ons�equent, les r�esonanes agissent surdes anneaux de onditions initiales de G.C'est e�etivement e qu'on observe sur les artes de di�usion de la �gure �g.15, o�ul'on observe de nombreuses zones instables en formes de demi-anneaux enerlant le point�equilat�eral. Rappelons que, pour avoir une id�ee de la dynamique des partiules ayantun demi-grand axe initial plus petit que a2, il suÆt de faire une sym�etrie par rapport�a l'axe d'�equation a = a2. Ces demi-anneaux de partiules instables se prolongent donen anneaux lorsqu'on onsid�ere aussi les partiules de onditions initiales a < a2. Par lasuite, nous rep�ererons es anneaux en donnant la valeur approximative du demi-grandaxe o�u ils intersetent l'axe M 'ML4 , 'est-�a-dire la valeur maximale du demi-grand axeatteint par et anneau.La Famille II se d�eplae beauoup plus lentement que la Famille IV dans l'espaedes fr�equenes des troyens et, sur es �gures, a2 ne varie pas suÆsamment pour que l'onpuisse appr�eier le d�eplaement de la Famille II. Les hangements de formes de la zone destabilit�e visibles sur la �g.15 sont don dus aux �el�ements de la Famille IV qui traversentl'espae des fr�equenes F(G). Il est int�eressant de rep�erer o�u les r�esonanes des familles I,II et III sont loalis�ees a�n de omprendre o�u elles peuvent se reouvrir ave la FamilleIV. C'est sur la �gure �g.15.a que la Famille IV perturbe le moins la dynamique des84



troyens, 'est don sur elle-i que les autres familles sont le plus visibles et qu'il est plusommode de les loaliser.L'anneau d'instabilit�e (rouge) apparaissant sur la �gure �g.15.a, atteignant le demi-grand axe a ' 5:34 est dû au reouvrement de la r�esonane s�eulaire s = s2 et des�el�ements de la Famille I d�e�nis par la relation (3.4) ave j = 13 et k = 1. Sur les �gures�g.15.b, �g.15. et �g.15.d, et anneau de partiules est �ejet�e de la zone de stabilit�ear les �el�ements de la Famille IV viennent se mêler au reouvrement des familles I etII. L'anneau jaune atteignant le demi-grand axe a ' 5:31 est dû �a l'e�et de la FamilleII d�e�ni par (�; �; i; q; k; l; ls) = (1; 2; 5; 2; 0; 0; 0) dans la relation (3.6). Cette r�esonanefailite aussi l'�ejetion des partiules de et anneau lorsque les �el�ements de la Famille IVs'en rapprohent. C'est e qui apparâ�t sur les �gures �g.15.b, �g.15., �g.15.d, �g.15.e.Pour mettre en �evidene la pr�esene des r�esonanes de la Famille IV, nous avonsrepr�esent�e des demi-droites d'�equationg = gr = ��2;5k + k � 3k g1 + k0k (g2 � g1);sur les �gures de droite de la �gure �g.15 repr�esentant le plan (g; s). Les demi-droitesrepr�esent�ees au-dessus de l'espae des fr�equenes F(G) orrespondent �a k = 2. Lar�esonane d'ordre minimal orrespondant �a k0 = 0 est tra�ee en ligne ontinue alorsque les autres, orrespondant �a k0 2 f�4;�3;�2;�1; 1; 2; 3; 4g, sont tra�ees en pointill�e.Comme nous l'avons expliqu�e i-dessus, es r�esonanes apparaissent rang�ees par ordreroissant, dans le sens o�u gr est une fontion roissante de k0, e qui failite leur iden-ti�ation �a partir de la r�esonane orrespondant �a k0 = 0. Le tableau tab.4.3 permetd'identi�er les anneaux de partiules sur lesquelles agissent des �el�ements de la Famille IV.Dans e tableau, pour haque arte de di�usion repr�esent�ee sur la �gure �g.15 et pourhaque valeur de k0 d�e�nissant une r�esonane pr�esente dans F(G), nous donnons la valeurdu demi-grand axe o�u et anneau intersete l'axe M = ML4 .k0 = �4 k0 = �3 k0 = �2 k0 = �1 k0 = 0 k0 = 1 k0 = 2 k0 = 3 k0 = 4�g.15.a 5:305 5:33 5:35 5:37 5:38�g.15.b 5:203 5:275 5:31 5:34 5:36 5:38 > 5:39�g.15. 5:245 5:3 5:32 5:35 5:365 > 5:39�g.15.d 5:22 5:28 5:31 5:34 5:365 5:38�g.15.e 5:26 5:31 5:33 5:355 5:375�g.15.f 5:26 5:3 5:33 5:355Tab. 4.3 { Loalisation des �el�ements de la Famille IV d�e�nis par la relation (4.4) ave k = 2 etk0 2 f�4;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4g sur les artes de di�usion repr�esent�ees sur la partie gauhe de la �gure�g.15. Pour haque anneau de onditions initiales subissant l'e�et d'une de es r�esonanes, nous indiquonsla valeur du demi-grand axe maximal atteint.Sur la �gure �g.15.a, les r�esonanes de la Famille IV assoi�es �a k = 2 et k0 2f�4;�3;�2;�1; 0g ommenent �a apprâ�tre dans le plan (g; s). Un anneau de partiules85
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Fig. 15 { Cette �gure est form�ee de deux blos, sur elui de droite apparaissent les artes de di�usionsdans le plan (a;M), et sur elui de gauhe, la projetion de l'espae des fr�equenes F(G) dans le plan(g; s). Les �gures a, b, , d, e, f orrespondent respetivement aux valeurs initiales du demi-grand axe deSaturne : 9:59911, 9:60008, 9:60032, 9:60057, 9:60130, 9:60178.
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 360  380  400  420  440  460Fig. 16 { Repr�esentation des fr�equenes (g; s) des troyens, pour la même int�egration que elle de la�gure �g.15. Les fr�equenes s sont translat�ees proportionnellement �a M � LL4 , o�u M est l'anomaliemoyenne initiale, pour visualiser les ourbes CML4 d�erites dans le texte.86



subsiste entre les r�esonanes d'ordres minimaux orrespondant �a k0 = �1 et k0 = 0 quisulptent le bord de la zone de stabilit�e. La r�esonane assoi�ee �a k0 = �4 est tr�es prohede la r�esonane de la Famille II, loalis�ee vers a ' 5:305, ependant elle est d'ordre 11et a don peu d'e�et. Les r�esonanes assoi�ees �a k0 = �3 et k0 = �2 apparaissent sur lesbords de la r�egion o�u se reouvrent les familles I et III. La r�esonane d�e�nie par k0 = �2,ontribue �a �ejeter quelques partiules sur le bord externe de l'anneau d'instabilit�e rougevers a ' 5:34. Sur la �gure �g.15.b, les r�esonanes de la Famille IV de faibles ordres serapprohent du point �equilat�eral et reusent des anneaux dans la zone de stabilit�e. Lesr�esonanes de plus faibles ordres assoi�ees �a k0 = �1 et k0 = 0 reouvrent respetivementles �el�ements des familles II et I, �ejetant de larges anneaux de partiules. La r�esonaned�e�nie par k0 = �2 ommene �a d�epeupler la zone entrale de stabilit�e.Sur la �gure �g.15., les anneaux de partiules �ejet�ees par es r�esonanes ontinuent�a se rapproher du entre de la zone de stabilit�e. La r�esonane orrespondant �a k0 = �2d�epeuple le entre de la zone de stabilit�e sur la �gure �g.15.d. Cette �gure prouve que desanneaux de launes li�es �a la Famille IV, balayent la totalit�e de G. Cette on�guration o�u leentre de la zone de stabilit�e est vid�e par un �el�ement de la Famille IV est tr�es int�eressante,ar elle montre qu'une situation similaire �a elle des troyens de Saturne peut apparâ�treparmi les troyens de Jupiter. En e�et, l'inuene de la Famille II ontribue �a vider lar�egion prohe du point �equilat�eral de Saturne. Nous verrons au hapitre 5 qu'il existe denombreuses autres on�gurations des plan�etes pour lesquelles la r�egion prohe du point�equilat�eral de Saturne est stable. Les omportements de es deux populations de troyensne sont don pas si �eloign�es et notre mod�ele permet de omprendre leurs similitudes etleurs di��erenes.Sur la �gure �g.15.e, les r�esonanes assoi�ees �a k0 = �2 et k0 = �1, sont sortiesde F(G), tandis que la r�esonane assoi�ee �a k0 = 0 ejete un large anneau de par-tiules dont les onditions initiales enerlent le point �equilat�eral de Jupiter. Il doitdon exister une on�guration plan�etaire interm�ediaire, pour une valeur du param�etrea2 2 [9:60057; 9:60130℄, pour laquelle la r�esonane d'ordre minimal orrespondant �ak0 = �1, �ejete le entre de la zone de stabilit�e de la RMM 1 : 1. Sur la �gure �g.15.e,les r�esonanes de la Famille IV orrespondant �a de faibles ordres sont moins nombreuseset le nombre de troyens �ejet�es a diminu�e sur l'ext�erieur de la zone de stabilit�e, qui resten�eanmoins relativement instable. Ce domaine reste oup�e par les r�esonanes assoi�ees �ade plus grandes valeurs de k0, de plus des �el�ements de la Famille IV assoi�es �a k = 1 om-menent �a y faire leur apparition. Sur les �gures de droite �g.15.e et �g.15.f repr�esentantle plan (g; s), nous avons tra�e des portions de droites au-dessous de F(G), d'�equationg = gr pour (k; k0) = (1;�9) et (k; k0) = (1;�8). Si elles sont enore peu visibles surla �gure �g.15.e, leur inuene est plus r�edible sur la �gure �g.15.f o�u elles marquentplus sensiblement l'espae des fr�equenes et orrespondent �a des anneaux de partiules(jaunes) vers a ' 5:35 et a ' 5:37. Les r�esonanes assoi�ees �a k = 1 et �a de plus faiblesvaleurs de k0 ne sont pas observables. En e�et, pour de plus grandes valeurs de a2 ' 9:602,les plan�etes Jupiter et Saturne franhissent la s�eparatrie de la RMM 2 : 5, engendrantun haos global sur l'ensemble de l'essaim des troyens.87



La travers�ee des k-sous-familles de la Famille IV peut don se d�eomposer en trois�etapes. La premi�ere, pendant laquelle les r�esonanes orrespondant �a k < 0 entrent dansl'espae des fr�equenes des troyens, la deuxi�eme, o�u les r�esonanes d'ordre minimalesoupent le entre de la zone de stabilit�e, et la troisi�eme pendant laquelle les r�esonanesd�e�nies par k > 0, sortent peu �a peu de la zone de stabilit�e. Bien sûr, le sens dans lequel sesu�edent es �etapes d�epend ,d'une part, du sens de variation de a2 et, d'autre part, du sensde variation de j�1;22;5 j. Il est don invers�e de l'autre ôt�e de la RMM 2 : 5. En e�et, lorsquea2 ontinue d'augmenter apr�es la RMM 2 :5, j�1;22;5 j devient rô�ssant. Les droites d'�equationg = gr balayent don l'espae des fr�equenes des troyens en sens ontraire. Les anneauxd'instabilit�e orrespondant aux r�esonanes de la Famille IV dans l'espae des onditionsinitiales naissent au entre de la zone de stabilit�e pour rejoindre progressivement sesbords. On peut g�en�eraliser e proessus aux Famille IV assoi�ees aux autres RMM pourdes valeurs roissantes de a2, les �el�ements de la Famille IV pr�e�edant une RMM balayentl'espae des onditions initiales de l'ext�erieur vers le entre, et eux su�edant la RMMle balayent du entre vers l'ext�erieur. Dans un as, le balayage de la Famille IV pourraitavoir tendane �a hasser les troyens vers l'ext�erieur de la zone de stabilit�e, alors que,dans l'autre, il pourrait avoir tendane �a amener des partiules vers le entre de la zonede stabilit�e. Mais d'autres raisonnements sont possibles et il faudrait de plus amples�etudes pour on�rmer ette hypoth�ese. Cette analyse dans le plan des onditions initiales(a;M) vient g�en�eraliser l'analyse dans le plan des onditions initiales (a; e) que nous avonspr�esent�ee dans l'artile [RB08℄. En e�et, nos r�esultats laissent penser qu'on peut avoir unebonne id�ee de la dynamique des partiules de onditions initiales r�eparties uniform�ementdans l'espae (a; e;M), �a partir de elles du plan (a; e), en e�etuant une sym�etrie der�evolution autour de l'axe d'�equations M =M4 et a = a4.Les �el�ements de la Famille IV devraient avoir une inuene sur la dynamique destroyens au voisinage de haune des RMM Jupiter-Saturne. Mais, dans ertains as, eson�gurations sont tellement haotiques qu'il n'est pas possible d'idendi�er es r�esonanes.C'est le as, par exemple, des �el�ements de la sous-famille assoi�ee �a k = 1 et k0 > �8dans l'�equation 4.4. C'est �egalement le as des sous-familles de la Famille IV au voisinagede la RMM 1 : 2. Par ontre, en raison du faible haos qu'elles g�en�erent, la FamilleIV est failement observable au voisinage de la RMM 3 : 7. Dans l'artile [RB08℄, nousdonnons un exemple de l'apparition de la sous-famille assoi�ee �a (�; �; q; k) = (3; 7; 1; 2)dans l'�equation (3.7). Cei on�rme le fait que la Famille IV agit de fa�on tr�es g�en�eralesur l'essaim des troyens de Jupiter.4.2.2 Analyse de la Famille IINous pr�edisons la pr�esene de la Famille II dans �I? en utilisant un pro�ed�e analogue�a elui utilis�e pour d�eteter la pr�esene de la Famille IV au paragraphe pr�e�edent. Enn�egligeant le terme de droite de l'�equation (3.6), une approximation de ette ondition der�esonane est donn�ee par la relation : 88



iq �1;2�;� 2 ��(�I?): (4.6)Cette relation met en �evidene le fait que les �el�ements de ette famille apparaissentregroup�es en sous-familles d�e�nies par les valeurs de (�; �; i; q). Le ouple (�; �) faitr�ef�erene �a la RMM �a laquelle sont assoi�es les �el�ements de ette sous-famille. La fr�equene�1;2�;�(a2) est n�egative avant la RMM � : � (i.e pour des valeurs de a2 plus petites que ellespour lesquelles la RMM est atteinte) et positive apr�es. Or les fr�equenes de libration destroyens sont hoisies arbitrairement positives ; en ons�equene, les �el�ements de la FamilleII assoi�es �a une RMM � : � apparaissent pour des valeurs de i=q n�egatives avant laRMM � : �, et pour des valeurs de i=q positives apr�es la RMM. La valeur absolue de�1;2�;� augmente lorsqu'on s'�eloigne de la RMM � : �, par ons�equent lorsqu'on s'�eloignede la RMM, les sous familles apparaissent dans l'essaim des troyens pour des valeursroissantes de ji=qj. Connaissant les bornes de ��(�I?) d�e�nies par les expressions (4.1),et l'�evolution des fr�equenes plan�etaires repr�esent�ees sur la �gure (�g.6), la relation (4.6)permet de pr�edire l'apparition de ette famille dans �I?. Sur la fenêtre du bas de la �gure�g.17, nous tra�ons l'�evolution de (i=q)�1;21;2 en rouge, de (i=q)�1;23;7 en noir, et de (i=q)�1;22;5 enbleu, dans la fenêtre [8:3; 9:625℄� [7000; 9150℄, pour di��erentes valeurs de i=q. Les valeursde i=q sont �erites sur les ourbes repr�esentatives de (i=q)�1;2�;�, vers le haut (� ' 8600) dela fenêtre pour (�; �) = (1; 2), vers le milieu (� ' 8200) pour (�; �) = (3; 7), et vers le bas(� ' 7800) pour (�; �) = (2; 5). Les domaines ��(�I?) pour I? = 2Æ, I? = 20Æ et I? = 30Æsont mat�erialis�es respetivement par les retangles de ouleur grise, rose, et bleue laire.Nous nous attendons �a voir apparâ�tre les �el�ements de la Famille II respetivement dans�2, �20 et �30, lorsque iq�1;2�;� entre dans les fenêtres grise, rose et bleue laire. Bien sûr,ette pr�evision ne prend pas en ompte les termes de droite de l'�equation (3.6). L'erreurommise sur la loalisation de es r�esonanes est le produit de �(kg+ ls+kg:�g+ ls:�s)=qpar l'inverse de la pente de ��(�I?). La plus grande des fr�equenes omposant etteombinaison lin�eaire de fr�equenes s�eulaires est g. Par e pro�ed�e, on loalise don lemieux les r�esonanes pour lesquelles k = 0. N�eanmoins, omme g � �, les r�esonanes pourlesquelles k 6= 0 sont prohes de elle v�eri�ant k = 0. Les sous-familles de la Famille IIpeuvent avoir un e�et important sur la dynamique des troyens et modi�er ou d�etruire leurzone de stabilit�e. Cette inuene doit don apparâ�tre sur les ourbes des taux d'�ejetion.Pour relier nos pr�editions aux variations des taux d'�ejetion nI?ej (a2), il faut traer destraits vertiaux sur les demi-grands axes pour lesquels (i=q)�1;2�;� entre et sort de �I?. Nousn'avons pas tra�e es traits pour ne pas harger exessivement ette �gure.Entre les RMM du ouple Jupiter-Saturne 1 : 2 et 3 : 7, trois pis d'instabilit�e appa-raissent pour lesquels le taux d'�ejetion atteint quasiment 100%. Ces pis, de gauhe �adroite, orrespondent remarquablement bien aux entr�ees respetives dans �I?, de 3�1;21;2 , de2�1;21;2 , et de �1;21;2 . Nous en d�eduisons que es pis d'instabilit�e sont dus �a l'e�et d'�el�ementsde la Famille II assoi�es aux valeurs du ouple (i; q) 2 f(1; 3); (1; 2); (1; 1)g dans la relation(3.6). Dans l'artile [MLTG05℄, Morbidelli et al., ont montr�e que l'instabilit�e g�en�er�ee par89



Fig. 17 { Sur les trois fenêtres du haut, de haut en bas : n30ej (a2), n20ej (a2), et n2ej(a2), poura2 2 [8:3; 9:625℄. Sur la �gure du bas, nous avons tra�e les multiples rationnels de �1;21;2 , �1;23;7 et �1;22;5 ,respetivement en rouge, en noir, et en vert. Les rationnels insrits sur les ourbes (i=q)�1;2�;� indiquent lesvaleurs de i=q orrespondantes. Les retangles gris, rose, et bleu lair orrespondent aux intervalles desvaleurs atteintes par � respetivement dans �2, �20 et �30.
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les sous-familles assoi�ees �a (i; q) 2 f(1; 3); (1; 2)g, permet de apturer des troyens. Parontre, la sous-famille assoi�ee �a (i; q) = (1; 1) n'apparâ�t pas dans leurs aluls ar elleest en dehors du domaine qu'ils ont �etudi�e. Dans notre mod�ele, nous voyons apparâ�tre unlarge pi d'instabilit�e loin de la RMM 1 : 2. Cette distane au premier abord surprenante,est due, d'une part, �a la faible pente de la ourbe �1;21;2(a2) et, d'autre part, au fait que lesfr�equenes de libration des troyens de Jupiter sont grandes ompar�ees �a elles des troyensdes autres plan�etes du syst�eme solaire. Dans notre mod�ele, la pente de la ourbe �1;2�;�(a2)d�epend essentiellement de � et augmente lorsque � augmente. Plus � est petit et plusles sous familles de la Famille II apparâ�tront don loin des RMM. En e�et, nous voyonssur la fenêtre du bas de la �gure �g.17, que la sous-famille de la Famille II assoi�ee �a(�; �; i; q) = (1; 2; 1; 1) apparâ�t au milieu de �2 �a environ 0:36 de la RMM 1 : 2, alorsque la sous-famille assoi�ee �a (�; �; i; q) = (2; 5; 1; 1) apparâ�t �a environ 0:21 de la RMM2 : 5 et elle assoi�ee �a la RMM 3 : 7 �a environ 0:15 de la RMM 2 : 5.Les fontions 3�1;21;2 , 2�1;21;2 et �1;21;2 sont roissantes alors que l'intervalle ��(�I?) dimi-nue quand I? augmente. Par ons�equent, notre mod�ele pr�edit que es pis d'instabilit�edevraient être d�eal�es vers la gauhe (i.e. vers de plus petites valeurs de a2) lorsquel'inlinaison augmente. Autrement dit, lorsque a2 augmente, es sous familles devraientapparâ�tre en premier parmi les troyens les plus inlin�es. Ce d�ealage d�epend de la pentedes ourbes i�1;21;2 . Par ons�equent, e d�ealage devrait être moins important pour de plusgrandes valeurs de I?. C'est e�etivement e que nous observons sur la �gure �g.17. ed�ealage est le plus visible sur le pi provoqu�e par la sous-famille assoi�ee �a j = 1. Ce piest translat�e d'�a peu pr�es 0:2 UA entre 2Æ et 20Æ. Cette d�ependane en inlinaison est unepropri�et�e qui peut aider �a dissoier l'e�et des di��erentes sous-familles. Par exemple, autourde a2 ' 9:38, nous voyons un large pi d'instabilit�e pour lequel le taux d'�ejetion n2ej at-teint 70%. Pour es valeurs de a2, �a la fois, (1=2)�1;21;2 , �1;23;7 et ��1;22;5 appartiennent �a ��(�2).Il y a don possibilit�e de reouvrement entre les trois sous-familles assoi�ees, et il est dif-�ile de quanti�er la ontribution de haune �a l'instabilit�e globale. Comme (1=2)�1;21;2 , et�1;23;7 sont roissantes, les sous-familles assoi�ees sont d�eal�ees vers la gauhe (i.e de pluspetites valeurs de a2) lorsque l'inlinaison augmente. La pente de ��1;22;5 �etant n�egative lasous-famille assoi�ee est d�eal�ee vers la droite (i.e : de plus grandes valeurs de a2) pour deplus grandes valeurs de l'inlinaison. Par ailleurs, on voit que, pour I? 2 f20; 30g, un pid'instabilit�e de magnitude similaire (n20ej ' 70%) apparâ�t l�eg�erement d�eal�e vers la droitealors qu'une petite bosse d'instabilit�e (n20ej ' 50s) apparâ�t d�eal�ee vers la gauhe. Onpeut don penser que le maximum de e pi d'instabilit�e devrait être produit en grandepartie par des �el�ements de la Famille II assoi�es �a (�; �; i; q) = (2; 5; 1;�1).Dans le but de v�eri�er ette onjeture, nous repr�esentons la projetion de �2 poura2 ' 9:3842 sur le plan (�; g) sur la partie droite de la �gure �g.18. A�n de mettre en avantles r�esonanes de la Famille II, nous avons tra�e des portions de droites orrespondantaux �equations du type (3.6). La portion de droite repr�esent�ee sur la partie gauhe de ette�gure, a pour �equation � = ��1;22;5 � g� 2g2. On distingue e�etivement un alignement defr�equenes le long de ette droite vers � ' 8200. Cette �equation impliquant le terme �g,91



les fr�equenes des partiules qui sont dans ette r�esonane sont align�ees sur une droited�eroissante. Les demi-grand axes initiaux de es partiules sont regroup�es autour dea2 ' 5:35 sur la �gure de gauhe, et ont un indie de di�usion �elev�e, voisin de 10�2. Plusprohe du entre de la zone de stabilit�e, apparâ�t un intervalle de demi-grands axes initiauxpour lesquels les troyens ont un indie de di�usion similairement �elev�e, a 2 [5:25; 5:31℄.Cette instabilit�e est aus�ee par la pr�esene d'�el�ements de la Famille II pour lesquellesk = 0 dans l'�equation (3.6). Pour les identi�er dans le plan (�; g), nous avons tra�e lesportions de droites d'�equation � = �1;22;5+(k00�3)g2�k00g1. Ces droites sont repr�esent�ees surla �gure �g.18, par des droites vertiales prohes de � ' 8700 ' �1;22;5 . Elles orrespondent,de gauhe �a droite, �a k00 = �1, k = 0 et k = 1. Ces r�esonanes sont don e�etivementpr�esentes dans l'espae des fr�equenes des troyens et les d�estabilisent fortement. Lorsquea2 augmente, les zones d'inuene de es r�esonanes s'�eloignent du entre de la zone destabilit�e. De mani�ere plus g�en�erale, lorsque a2 augmente, les �el�ements de la Famille IIassoi�ees �a des RMM qui n'ont pas enore �et�e travers�ees balayent l'essaim des troyensdes petits demi-grands axes vers les grands demi-grands axes, alors que les �el�ements de laFamille II assoi�ees �a des RMM qui ont d�ej�a �et�e travers�ees, balayent l'essaim des troyensen sens inverse.
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sommet avoisine 62%. Or, sur la fenêtre du bas de la �gure �g.17, on voit que les ourbesrepr�esentatives de (2=3)�1;21;2 , ��1;23;7 et �(2=5)�1;22;5 sont onourantes dans le domaine desfr�equenes �2. Au voisinage de a2 = 9:04, des sous-familles assoi�ees aux trois RMMpeuvent don avoir un e�et sur les troyens inlin�es de deux degr�es. Lorsque I? augmente,ette bosse est d�eal�ee vers la droite alors que (2=3)�1;21;2 est roissante. On peut donpenser que ette bosse est due prinipalement aux sous familles de la Famille II assoi�ees�a (�; �; i; q) 2 f(2; 5; 5;�2); (3; 7; 1;�1)g dans l'�equation (3.6).Un troisi�eme as similaire est visible vers a2 ' 9:52, o�u on note une faible augmentationdes taux d'�ejetions. Pour ette valeur de a2 on a :(2=5)�1;21;2 = (1=2)�1;23;7 = �2�1;22;5 2 ��(�2) \ ��(�20) \ ��(�30):Pour haune des trois inlinaisons onsid�er�ees, les trois sous-familles assoi�ees �a(�; �; i; q) 2 f(1; 2; 5; 2); (3; 7; 2; 1); (2; 5; 1;�2)g peuvent don se reouvrir. Lorsque a2rô�t, l'augmentation de l'instabilit�e due au reouvrement de es trois sous-familles, est laderni�ere hausse d'instabilit�e notable avant d'atteindre la situation atuelle (a2 ' 9:58).Pour e qui est des r�esonanes s�eulaires, nous avons vu au hapitre 4.2 que les in-tervalles des valeurs de a2 pour lesquelles les r�esonanes s�eulaires g = (k1 + 1)g2 � k1g1apparaissent dans �I?, sont d�eal�es vers la droite quand I? augmente. Cei est dû �a lad�eroissane de la ourbe repr�esentative de a2 7�! g2(a2). Nous avons aussi vu que pourI? > 20Æ, seules les r�esonanes s�eulaires assoi�ees �a k1 > 2 ne sont pas noy�ees dans leplateau d'instabilit�e assoi�e �a la RMM 1 : 2. La r�esonane s�eulaire de plus faible ordresuseptible de se distinguer sur la ourbe n2ej est don elle assoi�ee �a k1 = 2, d�e�nie par larelation g = 3g2� 2g1. D'apr�es le tableau tab.4.1, ette r�esonane apparâ�t �a deux degr�espour a2 2 [8:43; 8:45℄, e qui orrespond �a un tout petit pi d'instabilit�e sur la ourben2ej, entre le plateau d'instabilit�e de la RMM 1 : 2 et le pi d'instabilit�e de l'�el�ement de laFamille II assoi�e �a 3�1;21;2 . Lorsque I? augmente, ette r�esonane s�eulaire est d�eal�ee versla droite sur la �gure �g.17 alors que la Famille II est d�eal�ee vers la gauhe. Ainsi, pourI? = 20Æ, l'e�et de ette r�esonane s�eulaire se mêle �a elui de la Famille II alors que, pourI? = 30Æ, ette r�esonane s�eulaire apparâ�t apr�es la sous-famille de la Famille II assoi�e �a3�1;21;2 . N�eanmoins, es r�esonanes s�eulaires apparaissent pour des intervalles de valeurs dea2 tr�es petits ompar�es �a eux pour lesquels agit la Famille II et l'instabilit�e g�en�er�ee parla Famille II semble pr�edominer. Sur e point, nous sommes en d�esaord ave Marzariet Sholl qui donnent un rôle plus important �a es r�esonanes s�eulaires dans leur artile[MS07℄. Cependant, es r�esultats ne sont pas ontraditoires ar nos mod�eles sont tr�esdistints. Dans leur analyse, Marzari et Sholl int�egrent les troyens en onsid�erant un dess�enarios possibles de migration plan�etaire. Lors de ette migration, ils regardent quellesstrutures sont suseptibles d'�ejeter ou de apturer des troyens. Notre d�emarhe estdi��erente, onsid�erant que de multiples s�enarios de migration plan�etaire sont plausibles,nous avons d�eid�e de ne pas onsid�erer de migration plan�etaire mais plutôt d'explorer ladynamique des troyens pour di��erentes on�gurations plan�etaires. Le but de notre tra-vail est don de loaliser et d'analyser toutes les strutures r�esonantes suseptibles de93



d�estabiliser ou de apturer des troyens lors de la migration plan�etaire.4.3 ConlusionDans e hapitre, nous avons �etudi�e l'�evolution de la dynamique des troyens de Ju-piter pour des on�gurations plan�etaires situ�ees le long de la tranhe elliptique d�e�nieau paragraphe 2.1, orrespondant �a la valeur initiale M2 ' 340:04. Il est l�egitime de sedemander quelle serait l'�evolution de la dynamique des troyens, pour d'autres valeurs ini-tiales de M2. Dans notre artile [RB08℄, nous avons fait ette �etude le long de la tranhehyperbolique d�erite au paragraphe 2.1, qui orrespond �a la valeur initiale M2 ' 24:14.Nous avons onstat�e que les strutures r�esonantes renontr�ees le long de ette tranhesont les mêmes. Les pis d'instabilit�e aus�es par le passage de la Famille II n'apparaissentpas exatement pour les mêmes valeurs initiales du demi-grand axe a2. Cei est dû au faitque l'apparition de ette famille dans l'espae des fr�equenes des troyens d�epend prini-palement des valeurs de n1 et n2. Comme nous l'avons vu au paragraphe 2.1, loin desRMM, les moyens mouvements des plan�etes d�ependent peu de la valeur initiale de M2.Lorsqu'on se rapprohe des RMM, ette d�ependane augmente. Cette propri�et�e est visiblesur la �gure �g.5, o�u l'enveloppe des fr�equenes �1;21;2 = n1�2n2 r�etr�eit quand on s'�eloignede la RMM 1 : 2. Il en r�esulte que, sur la tranhe hyperbolique, les pis d'instabilit�e dûs�a la Famille II apparaissent d�eal�es par rapport �a la tranhe elliptique et que e d�ealageest d'autant plus petit que es �el�ements apparaissent loin des RMM. La pente des ourbes�1;2�;�(a2) n'est pas la même selon la valeur initiale de M2. Il en r�esulte que la largeur de espis d'instabilit�e d�epend aussi de la valeur initiale de M2. En partiulier, nous voyons surla �gure �g.6, que la pente de la ourbe repr�esentant �1;21;2 pour la tranhe hyperboliqueest plus petite que elle de la tranhe elliptique. Il en r�esulte que, lorsque a2 augmente ens�eloignant de la RMM 1 : 2, les �el�ements de la Famille II assoi�es �a (�; �; i; q) = (1; 2; 1; 3)restent plus longtemps dans l'espae des fr�equenes des troyens. N�eanmoins, les mêmesr�esonanes de la Famille II apparaissent ind�ependament de la valeur initiale de M2 etleur omportement global est tr�es similaire. De mani�ere plus g�en�erale, nous pensons queles valeurs initiales des phases des plan�etes a�etent peu le omportement global de laFamille II. Connaissant l'�evolution des fr�equenes plan�etaires, le travail r�ealis�e dans ehapitre permet de pr�edire le passage des familles II et IV dans l'espae des fr�equenesdes troyens. Quel que soit le d�eplaement de la plan�ete perturbatrie, les m�ethodes quenous avons pr�esent�ees permettent don �a peu de frais, de pr�edire le omportement dees familles. N�eanmoins, dans un mod�ele r�ealiste de migration plan�etaire, la plan�ete eno-rotation ave les troyens se d�eplae �egalement. C'est pourquoi, dans le hapitre sui-vant, nous donnons une m�ethode permettant de pr�edire le passage de es familles lorsquela plan�ete o-orbitale se d�eplae. Cei permettra, de mani�ere plus globale, de pr�edire lepassage de es familles quel que soit le mod�ele de migration, �a ondition que la vitesse demigration des plan�etes soit suÆsamment lente pour que l'on puisse se situer dans le adrede la th�eorie des invariants adiabatiques. 94



Chapitre 5Appliation aux troyens de Saturne
De nombreuses reherhes ont �et�e men�ees a�n de d�eterminer pourquoi auun ast�ero��den'a �et�e observ�e au voisinage des points �equilat�eraux de Saturne. Dans le probl�eme �atrois orps restreint Soleil-Saturne + partiule, ave Saturne en mouvement irulaireuniforme, un r�esultat lassique de Gasheau (1843), �enon�e au paragraphe 3.1, assureque es points �xes sont lin�eairement stables. Cependant, omme nous l'avons vu dansle probl�eme s�eulaire 1.5.3.4, les valeurs des fr�equenes s�eulaires g et s des points deLagrange sont fortement a�et�ees par la pr�esene de Jupiter. Cei indique que l'e�et diret(d�e�ni au paragraphe 3.2) de Jupiter sur les fr�equenes s�eulaires des troyens de Saturneest important. Jupiter perturbe don fortement le PTCR. En e�et, plusieurs travauxont montr�e que les points �equilat�eraux de Saturne sont instables. En 1989, Innanen etMikkola [IM89℄ ont alul�e num�eriquement la trajetoire de partiules sans masse pla�eesinitialement en es points et ont trouv�e que, sous l'inuene des quatre plan�etes g�eantes,es partiules s'�ehappent de la RMM 1 : 1 au bout d'environ 300000 ans. Ils attribu�erente fait �a la double inuene de la proximit�e de la RMM 2 : 5 et d'une r�esonane s�eulaire.En d�epla�ant le demi-grand axe de ette partiule de 1%, ils ont trouv�e des orbites stablessur la dur�ee de leur int�egration (10Ma). Ce fait surprenant fut on�rm�e par les travauxde Holman et Wisdom en 1993 [HW93℄ qui alul�erent les trajetoires de partiules sansmasse r�eparties autour des points �equilat�eraux de Saturne et subissant l'inuene des4 plan�etes g�eantes, sur une p�eriode de 20 Ma. En regardant les onditions initiales despartiules stables dans le plan (a; �), ils observ�erent un trou dans la zone de stabilit�e destroyens de Saturne. De la Barre et al. [dKV96℄ ont montr�e en 1996 que des partiulespeuvent survivre dans ette zone de stabilit�e sur de plus grandes p�eriodes de temps (412Ma). En 2002, Marzari et al. [MTS02℄ ont poursuivi ette �etude en int�egrant 35 partiulessur 4:5 109 ans, ave une inlinaison initiale de 0Æ, une exentriit�e propre de l'ordre de0:05, et une amplitude de libration d'environ 80Æ. A la �n de leur int�egration 10 orpsrestent dans la zone de stabilit�e. Cependant, es reherhes d'estimation sur la viabilit�ed'une population de troyens de Saturne ne prennent pas en ompte la migration plan�etaireet les possibles variations de la forme de la zone de stabilit�e. Ce th�eme a �et�e abord�e par95



Nesvorny et Dones [ND02℄, qui �etudi�erent plus sp�ei�quement l'e�et de la RMM 2 : 5dans le mod�ele bi-irulaire, en ne gardant que les termes du d�eveloppement de Fourierdu potentiel gravitationnel de Jupiter qui ont un lien ave la RMM 2 : 5. En onsid�erant7 on�gurations initiales des plan�etes, de mani�ere �a �eloigner le ouple Jupiter-Saturne deette RMM, ils ont obsev�e des hangements de formes de la zone de stabilit�e des troyensde Saturne, montrant que dans e mod�ele, l'e�et d�estabilisant de la RMM 2 : 5 diminuelorsqu'on s'�eloigne de la RMM.Dans e hapitre, nous travaillons sur le même syst�eme �a quatre orps restreint qu'auhapitre pr�e�edent, Soleil-Jupiter-Saturne + partiule sans masse. Cette fois-i, nous nousint�eressons �a la dynamique de partiules qui sont initialement prohes du point �equilat�eralde Saturne. Nous reprenons les mêmes notations qu'au hapitre pr�e�edent, l'indie 1 faitr�ef�erene �a Jupiter, l'indie 2 �a Saturne, et les variables sans indie sont elles de lapatiule sans masse. Nous allons utiliser notre analyse des 4 grandes familles de r�esonanesd�erite au hapitre 3 a�n de omprendre leur ation sur les troyens de Saturne, pour denombreuses on�gurations plan�etaires hoisies le long de la tranhe elliptique �etudi�ee auparagraphe 2.1. Cette �etude di��ere de elle des troyens de Jupiter par le fait que ette fois-i les onditions initiales des troyens hange �a haque int�egration. Dans un premier temps,nous mettons don en plae un mod�ele permettant de pr�edire l'�evolution des bornes del'espae des fr�equenes des troyens, en fontion de la valeur initiale du demi-grand axede Saturne. Nous utilisons ensuite e mod�ele a�n de pr�edire l'�evolution des struturesr�esonantes agissant sur les troyens de Saturne.5.1 Mod�ele �a un param�etreDans le but d'analyser l'�evolution des strutures r�esonantes de l'essaim des troyensde Saturne, nous utilisons le même mod�ele �a un param�etre qu'au hapitre pr�e�edent(4.1). Les r�esonanes de la Famille III ont un rôle plus important sur la dynamiquedes troyens de Saturne que sur eux de Jupiter. La pr�esene des r�esonanes s�eulairesd�epend fortement de l'inlinaison initiale des troyens et 'est pourquoi nous avons d�eid�ed'explorer le plan des onditions initiales (a; I) plutôt que (a; e). Pour une suession devaleurs initiales de a2 dans l'intervalle [8; 9:625℄, nous alulons les trajetoires du Soleil,de Jupiter, de Saturne et d'un ensemble de partiules sans masse potentiellement troyensde Saturne. Nous ne hangeons pas les autres onditions initiales des plan�etes qui sontprises �egales aux valeurs atuelles. Pour haque on�guration des plan�etes, nous int�egrons5551 partiules, pour 91 valeurs initiales du demi-grand axe et 61 valeurs initiales del'inlinaison r�eparties uniform�ement dans le domaine (a; I) 2 [a2; a2+0:24℄� [I2; I2+20Æ℄.Les valeurs initiales des autres variables elliptiques sont �x�ees �a : � = � � �2 � 60 = 0,�g = $�$2� 60 = 0, 
 = 
2, et e = te. Si l'inlinaison de Saturne I2 est la même pourtoutes les int�egrations, le demi-grand axe de Saturne a2 est modi��e �a haque int�egrationet, par ons�equent, la population des troyens int�egr�es se d�eplae. Pour haque valeur96



de e, et ensemble de onditions initiales est not�e De(a2). A�n d'all�eger les notations,la variable a2 sera souvent omise. De même qu'au hapitre pr�e�edent, nous notons Fl'appliation qui �a haque troyen du domaine De assoie ses fr�equenes propres (�; g; s).L'image de De par ette appliation est not�ee �e = F(De). L'espae des fr�equenesdes troyens de Saturne poss�ede aussi une sym�etrie prohe de l'hyper-surfae d'�equationa = a2 ' 9:5855 ; 'est pourquoi nous pouvons restreindre notre �etude �a des onditionsinitiales v�eri�ant a > a2. Nous r�ealisons des int�egration num�eriques identiques �a elles duhapitre pr�e�edent en ne hangeant que le domaine des onditions initiales des troyensint�egr�es et les valeurs initiales de a2 que nous avons hoisies de fa�on �a identi�er au mieuxles strutures r�esonantes en ation. Dans notre �etude, nous utilisons les mêmes outilsque pr�e�edemment. Nous avons analys�e de nombreuses artes en fr�equenes et artes dedi�usion. L'indie de di�usion que nous utilisons pour faire les artes de di�usion est lemême qu'au hapitre pr�e�edent, ndif = log(j�2 � �1j=�1), o�u �1 et �2 sont les fr�equenesde libration de la partiule alul�ees respetivement sur les intervalles de temps [0; 5Ma℄et [5; 10Ma℄. De même qu'au hapitre pr�e�edent l'information la plus simple est donn�eepar le taux de troyens �ejet�es au bout de 10Ma. Nous noterons neej(a2) le nombre deTroyens �ehappant �a la RMM 1 : 1 au bout de 10Ma divis�e par le nombre initial detroyens (5551). Cette notation met en �evidene le fait que e taux d�epend du domaineint�egr�e et de la position initiale de Saturne par le biais de e et a2. Si la plupart de nosint�egrations orrespondent �a e = 0:045, nous r�ealiserons �egalement des int�egrations pourd'autres valeurs initiales de e a�n de omprendre omment les strutures r�esonantes seomportent pour d'autres exentriit�es.5.2 Etude de l'espae des fr�equenesDans le mod�ele lin�eaire s�eulaire du PTCR, nous avons vu (3.1) que �0 = O(pmp),g0 = O(mp) et s0 = 0, o�u l'indie p fait r�ef�erene �a la plan�ete o-orbitale ave les troyens,et l'indie 0 au fait qu'il s'agit des fr�equenes propres des points �equilat�eraux. La massede Saturne �etant environ trois fois plus petite que elle de Jupiter, il en r�esulte que lesfr�equenes propres �0 et g0 des points �equilat�eraux de Saturne, sont plus petites que ellesdes points �equilat�eraux de Jupiter. Si le PTCR s�eulaire suÆt �a donner un ordre degrandeur de � au voisinage des points �equilat�eraux L4 et L5 de Saturne, nous avons vu(1.5.3.4) que Jupiter apporte une ontribution importante aux valeurs de gint et sint. Enreprenant les notations du paragraphe 1.5.3.3. Les fr�equenes (�0; gint; sint) sont une bonneapproximation des fr�equenes (�; g; s) des partiules prohes de L4. Lorsqu'on s'�eloigne duentre de la zone de stabilit�e, les fr�equenes propres des troyens varient. A�n de pouvoirutiliser notre mod�ele et pr�edire l'apparition des 4 familles de r�esonanes dans l'espae destroyens de mani�ere plus pr�eise, nous avons besoin de onnâ�tre l'�evolution des bornes de�e en fontion de a2. Cette �etude fait l'objet des paragraphes suivants. Au paragraphe5.2.1, nous ommen�ons par �etudier la situation atuelle. Nous verrons que l'espae des97



fr�equenes des troyens est tronqu�e par des �el�ements de la Famille II et la r�esonanes�eulaire g = 2g2 � g1. Cette on�guration ne peut don pas être utilis�ee pour �etudierles bornes du domaine auquel appartiennent les fr�equenes des troyens. C'est pourquoinous avons herh�e une on�guration plus stable pour laquelle l'espae des fr�equenes destroyens apparâ�t dans son int�egralit�e. Cette �etude est pr�esent�ee au paragraphe 5.2.2 etnous permettra d'extrapoler les valeurs des bornes du domaine des fr�equenes pour lesautres valeurs du param�etre a2.5.2.1 Pr�esentation de la situation atuelleDans la situation atuelle, les fr�equenes �, g, et s des troyens sont prohes de �0 '1918, gint ' 60 et sint ' �18. Les fr�equenes des plan�etes sont telles que �1;22;5 ' 1467, ettefr�equene est du même ordre de grandeur que � ; 'est pourquoi les troyens de Saturnesubissent l'inuene de la Famille II. D'autre part, 2g2�g1 ' 52, est aussi du même ordrede grandeur que g, e qui explique la pr�esene de la r�esonane s�eulaire g = 2g2 � g1dans �e. Ces r�esonanes des familles II et III ontribuent �a d�estabiliser les troyens deSaturne. Sur la partie gauhe de la �gure �g.19 nous montrons une arte de di�usion issued'une int�egration du syst�eme plan�etaire atuel et des partiules appartenant au domainede onditions initiales (a; e) 2 [9:3; 9:85℄� [0; 0:15℄, les autres variables elliptiques initiales�etant les mêmes que elles du point �equilat�eral. Contrairement aux troyens de Jupiterpour lesquels une large zone de stabilit�e entoure L4, il apparâ�t que les partiules prohesdu point �equilat�eral de Saturne sont �ejet�ees mais que, lorsqu'on modi�e le demi-grandaxe initial de la partiule de 0:125 UA, il existe des trajetoires stables. Ces trajetoiresstables se regroupent autour de deux �̂les sym�etriques vers a ' 9:4 et a ' 9:75. Ceir�esulte de la sym�etrie par rapport �a l'axe d'�equation a = a2 dont nous avons parl�e auparagraphe pr�e�edent. A�n de mieux omprendre la r�epartition des partiules stables dansl'espae, nous avons �egalement regard�e la forme de la zone de stabilit�e dans la diretion desanomalies moyennes. En e�et, dans l'espae de onditions initiales (a; e), il semble que esdeux zones de stabilit�e sym�eriques sont s�epar�ees. En fait la zone de stabilit�e est onnexepar ars. Pour omprendre e point, sur la partie droite de la �gure �g.19 nous montronsune autre arte de di�usion o�u l'on fait varier les onditions initiales (a;M) dans ledomaine [9:35; 9:8℄�[300; 420℄ en prenant les même valeurs initiales de $, I et 
 que ellesdu point �equilat�eral. L'exentriit�e initiale est �x�ee e = 0:045 de mani�ere �a interseter ledomaine des onditions initiales des partiules stables du plan (a; e) dans sa partie la pluslarge et la plus stable. Le segment de onditions initiales (a; e) 2 [9:35; 9:8℄� f0:045g dela �gure de gauhe est le même que le segment (a;M) 2 [9:35; 9:8℄ � f340g de la �gurede droite de la �gure �g.19. On voit ainsi que les partiules stables forment un anneauenerlant le point �equilat�eral. La zone de stabilit�e des troyens de Saturne est don onnexepar ars. De même que pour les troyens de Jupiter, on peut avoir une vision d'ensemble dela dynamique des troyens en �etudiant l'espae des variables elliptiques initiales assoi�eesaux ations (a; e; I), et en onsid�erant qu'il existe une d�eg�en�eresene de l'appliation98



fr�equene F dans la diretion des anomalies moyennes, ressemblant �a une invariane parrotation, �a une d�eformation ontinue pr�es.

Fig. 19 { Ces �gures sont des artes de di�usion des troyens de Saturne sur deux plans de onditionsinitiales : �a gauhe (a; e) (ave M ' 340) et �a droite (a;M) (pour e = 0:045), en gardant toutes les autresonditions initiales des troyens onstantes et pour des onditions initiales de Jupiter-Saturne atuelles.Ces r�esultats sont issus d'int�egrations sur 10Ma ave le même int�egrateur que elui d�erit au paragraphe5.1.Sur l'image de gauhe de la �gure �g.20 nous repr�esentons la projetion de �e(a2)pour e = 0:045, dans le plan (g; �). La arte de di�usion orrespondante est repr�esent�eesur la partie droite de la �gure �g.20. La position du point �equilat�eral orrespond �al'angle inf�erieur gauhe de ette arte de di�usion (a; I) = (a2; I2) ' (9:5855; 2:4856). Cetroisi�eme domaine de onditions initiales permet de omprendre la forme de l'anneau departiules stables dans la diretion des inlinaisons. Dans ette on�guration plan�etaire,les troyens de Saturne sont nettement plus instables que eux de Jupiter ; n�eanmoins,bon nombre de es partiules devraient être stables sur de plus grandes �ehelles de tempsar elles ont un indie de di�usion inf�erieur �a 10�4. Sur la �gure de gauhe de la �gure�g.20, une aumulation de fr�equenes le long de la droite d'�equation g = 2g2 � g1 ' 52est visible prohe de l'axe des ordonn�ees. Ces fr�equenes orrespondent aux onditionsinitiales (a; I) ' (9:7; 12) dont l'indie de di�usion est od�e par du rouge sur la �gure�g.20, e qui indique que ndif ' 10�2. Ces partiules sont don fortement d�estabilis�eespar ette r�esonane. Il est diÆile de omprendre, au premier abord, de quelle mani�ere lesfamilles II et III d�estabilisent es troyens. On peut même se demander si l'absene detroyens au point �equilat�eral de Saturne est due �a l'e�et diret de Jupiter, ou bien s'il estaus�e par es r�esonanes. Dans e dernier as, il devrait exister d'autres on�gurations99
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 50  55  60  65  70  75Fig. 20 { Ces �gures sont issues d'une int�egration de D0:045 pour une on�guration des plan�etesJupiter et Saturne orrespondant �a la situation atuelle, a2 = 9:5855. Sur la �gure de gauhe, apparâ�tla projetion dans le plan (g; �) de l'espae des fr�equenes �0:045. Sur la �gure de droite, nous avonsrepr�esent�e la arte de di�usion du domaine D0:045.plan�etaires pour lesquelles le voisinage prohe du point �equilat�eral de Saturne devraitêtre stable. Nous avons e�etivement trouv�e de telles on�gurations. Nous pr�esentonsl'une d'entre elles au paragraphe suivant.5.2.2 Etude d'une on�guration plus stablePour a2 ' 9:4467, nous avons trouv�e une large zone de stabilit�e au voisinage dupoint �equilat�eral de Saturne. Sur la partie droite de la �gure �g.21, nous repr�esentonsla arte de di�usion du domaine D0:045(9:4467). Sur ette �gure apparâ�t une zone destabilit�e, dont quasiment la moiti�e des partiules ont un indie de di�usion inf�erieur �a10�5. Dans e as, les troyens de Saturne semblent aussi stables que eux de Jupiter. Cequi laisse penser que lors de la migration plan�etaire, les plan�etes ont dû se rapproher deon�gurations pour lesquelles des ast�ero��des peuvent se maintenir dans la RMM 1 : 1 aveSaturne. Il est don possible que Saturne ait eu une population de troyens importantependant la migration plan�etaire. Sur la �gure de gauhe, nous pouvons voir que l'espaedes fr�equenes (g; �) arbore une forme pyramidale similaire �a elle des troyens de Jupiter.Le point �equilat�eral n'appartient pas �a D0:045 ar l'exentriit�e initiale de Saturne estsup�erieure �a 0:045 ; n�eanmoins pour simpli�er, nous appellerons < point �equilat�eral >, lapartiule appartenant au domaine des onditions initiales D0:045 v�eri�ant (a; I) = (a2; I2),100



Fig. 21 { Ces �gures sont issues d'une int�egration de D0:045, pour a2 = 9:4467. Sur la �gure de gauheapparâ�t la projetion dans le plan (g; �) de l'espae des fr�equenes �0:045. Sur la �gure de droite nousavons repr�esent�e la arte de di�usion du domaine D0:045.et nous d�esignerons par (gL4 ; �L4; sL4) ses fr�equenes propres. Les fr�equenes (gL4; �L4)orrespondent au sommet de la forme pyramidale du domaine (g; �). La valeur maximalede la fr�equene de libration des troyens est don atteinte au point �equilat�eral. Cettepropri�et�e est ind�ependante de l'exentriit�e initiale e du domaine De int�egr�e et joue unrôle important dans le s�enario du passage des �el�ements de la Famille II dans �0:045. Lemaillage de onditions initiales D0:045 est plus �n dans la diretion des demi-grands axesque dans la diretion des inlinaisons. C'est pourquoi sur la �gure �g.21, les fr�equenes(g; �) des troyens se regroupent sur des ourbes orrespondant �a une même valeur del'inlinaison initiale. Les valeurs roissantes du demi-grand axe initial sont indiqu�ees parla �ehe (a). Lorsque I augmente, ette ourbe se d�eale dans la diretion indiqu�ee parla �ehe (I). En partant du bord gauhe du domaine des fr�equenes (g; �), on voit queles fr�equenes (g; �) s'alignent sur des ourbes d�eroissantes plus ou moins parall�eles.Chaune de es ourbes orrespond �a une valeur onstante de l'inlinaison initiale et �a desvaleurs roissantes du demi-grand axe. Cei permet de omprendre, que � d�eroit lorsqu'ons'eloigne du point de Lagrange dans la diretion des demi-grands axes. La fr�equene g destroyens diminue quand leur inlinaison initiale augmente alors qu'elle augmente quandleur demi-grand axe initial augmente.Une autre fa�on de omprendre la orrespondane entre l'espae des onditions initialeset l'espae des fr�equenes onsiste �a loaliser les partiules v�eri�ant g = C ou � = D,ave C et D des onstantes appartenant respetivement �a �g(D0:045) et ��(D0:045). Cetteloalisation est d'autant plus int�eressante qu'elle nous permettra de distinguer failement101



Fig. 22 { Ces dessins sh�ematisent la loalisation des onditions initiales (a; I) des partiules ayant lamême fr�equene s�eulaire g (�a gauhe) ou la même fr�equene de libration � (�a droite). A gauhe, nous avonsrepr�esent�e quatre ourbes gris lair orrespondant �a g = Cj ave C1, C2, C3 et C4 des onstantes rang�eespar ordre d�eroissant. De fa�on analogue, sur la �gure de droite, quatre ourbes gris lair orrespondent�a � = Dj ave D1, D2, D3 et D4 des onstantes rang�ees �egalement par ordre d�eroissant. La valeur de jest indiqu�ee sur les ourbes orrespondantes. La ourbe gris fon�e d�elimite la zone de stabilit�e des troyensde Saturne.les �el�ements de la Famille III de eux de la Famille II. A�n de failiter e travail, nousavons sh�ematis�e la loalisation de es partiules dans l'espae des onditions initialessur la �gure �g.22. Les droites d'�equation g = C sont des droites vertiales sur la �gurede gauhe de la �gure �g.21. Lorsque C > gL4, les onditions initiales des partiulesv�eri�ant g = C sont regroup�ees sur des ourbes ressemblant �a des portions de parabolesintersetant l'axe I = I2, semblables aux ourbes 1 et 2 de la �gure de gauhe de la �gure�g.22. Lorsque C diminue, ette portion de parabole grandit, intersetant l'axe d'�equationI = I2 plus prohe du point �equilat�eral. Lorsque C < gL4 , es ourbes ressemblent �a desportions de paraboles intersetant l'axe d'�equation a = a2. Lorsque C diminue, es ourbess'�eloignent progressivement du point �equilat�eral, omme 'est le as des ourbes 3 et 4 dush�ema de gauhe de la �gure �g.22. Ces ourbes, dans l'espae des onditions intiales,sont arat�eristiques des r�esonanes s�eulaires de la Famille III d�e�nies par l'�equation 3.5.Deux de es r�esonanes sont identi�ables sur la �gure �g.21. En e�et, dans le plan (g; �)on voit une laune de fr�equenes le long de la droite d'�equation g = 69:7 qui orrespond �ala r�esonane g = 3g2� 2g1. Les onditions initiales des partiules subissant l'e�et de etter�esonane sont align�ees sur une ourbe interm�ediaire entre les ourbes 1 et 2 de la �gurede gauhe de la �gure �g.22, intersetant l'axe des absisses vers a = 9:56. Leur indie dedi�usion est od�e par du jaune. Un autre alignement de fr�equenes apparâ�t dans le plan(g; �) vers g = 58:2, r�esultant de l'e�et de la r�esonane g = g1 + g2 � s2. L'e�et de etter�esonane ontribue �a augmenter l'indie de di�usion des partiules align�ees le long d'une102



ourbe semblable �a la num�ero 4 du sh�ema de gauhe de la �gure �g.22, intersetant l'axedes inlinaisons vers 15Æ. En fait, ette r�esonane reouvre une autre r�esonane s�eulaires = 2g1 � g2 ' �17:71, qui n'est pas visible dans le plan (g; �), mais apparâ�t tr�eslairement dans le plan (s; �). Sur la �gure �g.23, nous avons repr�esent�e la projetion de�0:045 sur le plan (s; �). Les �ehes (a) et (I) indiquent la orrespondane entre l'espaedes onditions initiales et leurs images par l'appliation fr�equene. Un alignement defr�equenes sur la droite vertiale d'�equation s = �17:71 apparâ�t tr�es lairement, r�ev�elantla pr�esene de la r�esonane s = 2g1 � g2. Les partiules subissant l'e�et de r�esonanes dutype s = te ont des onditions initiales se regroupant autour de ourbes tr�es similaires �aelles du type g = te.

Fig. 23 { Cette �gure est issue de la même int�egration que la �gure �g.21. Elle repr�esente la projetionde �0:045 sur le plan (s; �).Les ourbes d'�equation � = D orrespondent �a des droites horizontales sur la �gurede gauhe de la �gure �g.22. Ces droites oupent les deux bords de l'ensemble des valeursprises par les fr�equenes (g; �). Par ons�equent, l'ensemble des onditions initiales despartiules v�eri�ant � = D sont regroup�ees sur des ourbes ayant la forme d'ars de erlesentourant le point de Lagrange. Lorsque D diminue, es ars de erles grandissent ens'�eloignant du point de Lagrange, omme 'est le as des ourbes d'indies 1, 2, 3, et4 sur la �gure de droite de la �gure �g.22. Cette forme, dans l'espae des onditionsinitiales, est arat�eristique des �el�ements de la Famille II. Les �el�ements de la Famille IIn'apparaissent pas dans l'espae des fr�equenes de la �gure �g.22 mais sont visibles pourette on�guration plan�etaire �a de plus hautes exentriit�es. Ces sh�emas, loalisant lesr�esonanes des famille II et III dans l'espae des onditions initiales, sont valables pourla plupart des autres on�gurations plan�etaires que nous avons explor�ees.103



5.2.3 Etude des bornes de l'espae des fr�equenesDans le as des troyens de Jupiter, nous avons onsid�er�e que les bornes des domainesatteints par les fr�equenes �, g et s sont ind�ependantes de la valeur initiale de a2. Nousavons pu faire ette approximation pour deux raisons : d'une part, la position des points�equilat�eraux de Jupiter ne d�epend pas de a2 et, d'autre part l'inuene direte de Saturnesur les troyens de Jupiter modi�e peu leurs fr�equenes propres. Dans le as des troyens deSaturne nous ne pouvons pas faire ette approximation. D'apr�es les expressions (1.20), �0est proportionnelle �a n2 qui est diretement li�e �a a2. Les expressions de gint et sint (1.48)ontiennent aussi un terme proportionnel �a n2 ainsi qu'un autre terme proportionnel �a n1.Nous avons vu, au paragraphe (1.5.3.4), que es termes apportent une ontribution impor-tante �a la valeur de es fr�equenes. Ainsi l'inuene direte de Jupiter sur les troyens deSaturne modi�e notoirement les valeurs de g et s. Cependant, �a part dans de rares exep-tions, la forme globale du domaine �e(a2) est onserv�ee. Pour haque valeur initiale de a2,nous onsid�ererons que l'ensemble �0e(a2) des valeurs qui sont suseptibles d'être atteintespar les fr�equenes des troyens de Saturne, est le même que �e(9:4467) �a une translationpr�es. Les �el�ements de l'ensemble �0e(a2) sont les fr�equenes qu'auraient les troyens deSaturne du domaine De s'ils n'�etaient pas d�estabilis�es par les strutures r�esonantes des 4familles. Remarquons que �e(a2) � �0e(a2), mais qu'on n'a pas for�ement �egalit�e entre esdeux ensembles ar les r�esonanes des 4 familles peuvent ontribuer �a tronquer l'espaedes fr�equenes, omme 'est le as dans la on�guration atuelle. Mais a�n de simpli�er lar�edation, nous identi�erons es deux ensembles dans les paragraphes suivants. Une bonneapproximation des translations de �0e(a2) dans les diretions �, g et s, est donn�ee par lesvariations des fr�equenes propres du point de Lagrange du probl�eme s�eulaire. D'apr�es lesr�esultats du paragraphe 1.5.3.4, lorsque a2 augmente, �0 et gint diminuent tandis que sintaugmente. Les fr�equenes (�; g; s) de tous les troyens de Saturne subissent une translationtr�es prohe de elles de (�0; gint; sint). Par exemple, l'espae des fr�equenes de la situationatuelle, repr�esent�e sur la �gure �g.20, ressemble �a l'image d'une portion de �e(9:4467),repr�esent�e sur la �gure �g.21, par la translation :(�; g) 7�! (� + 42:5; g + 2:31):Nous repr�esentons les variations de es bornes, lorsque a2 varie entre 8:4 et 9:625,sur la �gure �g.24. Les deux ourbes tra�ees sur le graphique du haut de ette �gurerepr�esentent les valeurs minimales et maximales atteintes par � dans �0e(a2). Pour unevaleur de a2 donn�ee, l'ensemble des valeurs situ�ees entre es deux ourbes repr�esentel'intervalle ��(�0e) des fr�equenes � possibles pour les partiules de D0:045. Rappelonsque la ourbe du haut orrespond �egalement �a une approximation de la valeur de � despartiules qui sont prohes du point �equilat�eral. Sur les graphiques du milieu et du bas,nous avons tra�e respetivement les bornes des domaines �g(�0e) et �s(�0e). Sur haun dees graphiques, nous avons ajout�e entre les ourbes repr�esentant les bornes, une ourberepr�esentant la fr�equene atteinte au point �equilat�eral. Ces ourbes donnent une vue104
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d'ensemble des domaines des fr�equenes possibles pour (�; g; s). Connaissant par ailleursles fr�equenes de for�age des plan�etes, nous sommes en mesure de loaliser et d'identi�erles strutures r�esonantes agissant sur les troyens de Saturne.
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des domaines ��(F(Ge)), �g(F(Ge)), et �s(F(Ge)), respetivement en haut �a gauhe, enhaut �a droite, et en bas �a gauhe. Sur les graphiques orrespondant aux bornes de g ets, nous avons ajout�e une troisi�eme ourbe montrant l'�evolution des fr�equenes gL4 et sL4.Ces ourbes apparaissent entre les deux ourbes repr�esentant l'�evolution des bornes deF(Ge). Toutes es ourbes poss�edent soit un minimum loal, soit un maximum loal. Cesextremums ne sont pas atteints exatement pour les mêmes valeurs de l'exentriit�e, maison voit qu'ils se regroupent autour de e ' 0:045. De part et d'autre de ette exentriit�e,on trouve des exentriit�es pour lesquelles les bornes de F(Ge) ont des valeurs similaires.Les bornes de l'espae des fr�equenes semblent don �evoluer de fa�on quasi-sym�etrique depart et d'autre de e ' 0:045. Cei est moins vrai pour la ourbe repr�esentant le minimumdes valeurs atteintes par �, qui atteint des valeurs plus �elev�ees pour les grandes exentri-it�es que pour les petites. Globalement, il apparâ�t que le domaine F(Ge) varie peu avel'exentriit�e, ses bornes subissent des modi�ations de l'ordre de 1%. En g�en�eralisante r�esultat aux autres valeurs du param�etre a2, nous en d�eduisons que les struturesr�esonantes agissent sur les troyens ayant des exentriit�es initiales di��erentes, pour desvaleurs de a2 tr�es prohes les unes des autres.5.3 Analyse de l'�evolution des 4 familles der�esonanes dans l'essaim des troyens de SaturneDe même que pour les troyens de Jupiter, nous tentons d'�etudier toutes les struturesr�esonantes jouant un rôle important dans la dynamique des troyens de Saturne pendant lamigration plan�etaire. Pour ela, nous utilisons le mod�ele d�erit au paragraphe 5.1. Ayant�etudi�e les bornes du domaine �e et onnaissant l'�evolution des fr�equenes plan�etaires(2.1), nous utilisons des m�ethodes analogues �a elles du hapitre 4 a�n de pr�edire lesr�esonanes suseptibles d'apparâ�tre dans �e. Dans un deuxi�eme temps, nous v�eri�onsnos pr�editions en les onfrontant aux r�esultats de nos simulations num�eriques.Nous repr�esentons le taux de partiules �ejet�ees, n0:045ej (a2), orrespondant auxint�egrations des domaine D0:045(a2) pour a2 2 [8:3; 9:625℄, sur la fenêtre du milieu dela �gure �g.26. Chaque point de ette ourbe orrespond �a une int�egration d�erite auparagraphe 5.1. Cette ourbe est plus irr�eguli�ere que elles orrespondant aux troyens deJupiter, et de nombreux pis d'instabilit�e apparaissent. De même que pour les troyens deJupiter, 3 de es pis orrespondent aux RMM. Un large plateau d'instabilit�e apparâ�tpour a2 � 8:57, la portion de e plateau orrespondant �a a2 � 8:4 est due �a l'e�et de laRMM 1 : 2. Nous verrons i-dessous que de nombreuses strutures r�esonantes ontribuent�a prolonger e plateau d'instabilit�e. Les RMM 3 : 7 et 2 : 5 orrespondent aux pis d'in-stabilit�e situ�es respetivement vers a2 ' 9:195 et a2 � 9:6. L'e�et de la RMM 4 : 9 estaussi visible aux alentours de a2 = 8:98. Nous allons utiliser notre analyse des familles der�esonanes a�n d'attribuer les autres pis d'instabilit�e aux r�esonanes qui les provoquent.Les 4 familles de r�esonanes ne jouent pas toutes un rôle important dans la dynamique des107



troyens. La disussion suivante a pour but d'�earter les familles ayant un rôle mineur etde entrer notre �etude sur elles ayant un impat important sur la dynamique des troyensde Saturne.La pr�esene d'�el�ements de la Famille I dans l'espae des fr�equenes des troyens d'uneplan�ete p est essentiellement due �a la ommensurabilit�e de np et �. En e�et, en n�egligeantles termes de droite de l'�equation (3.4) impliquant les fr�equenes s�eulaires, les �el�ementsde la Famille I apparaissent dans l'espae des fr�equenes des troyens lorsque �j=inp est dumême ordre de grandeur que la fr�equene de libration des troyens. Dans le as des troyensde Jupiter et de Saturne, la valeur de la fr�equene de libration ne d�epend que tr�es peude la plan�ete perturbatrie. En ons�equene, omme dans le as du PTCR, la pr�esened'�el�ements de la Famille I dans l'espae des fr�equenes de es troyens, d�epend essentielle-ment de la masse de la plan�ete dont on onsid�ere les troyens, et non des onditions initialesdes plan�etes. Des r�esonanes de la Famille I assoi�ees �a j = �1 et i 2 f11; 12; 13; 14g dansla relation (3.4), apparaissent lairement dans l'espae des fr�equenes des troyens de Jupi-ter. Cei est dû au fait que Jupiter a une masse importante. Des r�esonanes de la FamilleI orrespondant �a j = �1 et des valeurs de i plus petites agiraient sur les troyens d'unplan�ete de masse plus grande. Saturne ayant une masse plus faible, les r�esonanes de laFamille I pour lesquelles (�j=i)np 2 �e orrespondent �a j = �1 et i 2 f22; 23; 24; 25gdans la relation 3.4. Si es r�esonanes avaient un e�et important sur les troyens de Sa-turne, elles devraient apparâ�tre dans �e, quelle que soit la valeur initiale de a2. Commenous pouvons le voir sur la �gure �g.21 du paragraphe 5.2.2, es r�esonanes ne sont pasobservables dans �0:045, ni dans �e pour d'autres valeurs de e. Cette famille a don peud'e�et sur les troyens de Saturne.En utilisant la même m�ethode qu'au hapitre pr�e�edent, les r�esonanes de la FamilleIV d�e�nies par la relation (3.7), devraient agir sur les troyens de Saturne lorsque��1;22;5 2 kq �g(�e):Dans le as des troyens de Jupiter, nous avons vu que l'ordre de grandeur de la fr�equeneg �etant en O(m1), es r�esonanes apparaissent tr�es prohe des RMM et ontribuent �al'augmentation de l'instabilit�e prohe des RMM. Comme nous l'avons vu au paragraphepr�e�edent, les valeurs des fr�equenes g des troyens de Saturne sont beauoup plus faiblesque elles des troyens de Jupiter. Il en r�esulte que les �el�ements de la Famille IV agissentsur les troyens de Saturne tellement prohes des RMM qu'ils ne sont pas observables. Lespis d'instabilit�e visibles sur la fenêtre du milieu de la �gure �g.26 ne sont don pas aus�espar des r�esonanes appartenant aux familles I et IV .Nous allons voir que les deux familles restantes, la II et la III, agissent fortement surles troyens de Saturne. C'est le as dans la situation atuelle o�u nous avons vu qu'uner�esonane s�eulaire et la proximit�e d'une sous-famille de la Famille II ontribuent �a em-puter la zone de stabilit�e des troyens de son entre. De mani�ere plus g�en�erale, ommenous le montrons sur la �gure �g.24, les valeurs atteintes par la fr�equene g des troyensde Saturne varient entre 50 et 100. Ces fr�equenes sont don du même ordre de gran-108



deur que les fr�equenes s�eulaires des plan�etes et on peut s'attendre �a voir apparâ�trede nombreuses r�esonanes s�eulaires du type g = �(kg:�g + ls:�s), en reprenant les no-tations de l'�equation (3.5). Les valeurs atteintes par la fr�equene s varient entre �41 et�13 et sont don �egalement prohes des fr�equenes s�eulaires des plan�etes. Cependant,les r�esonanes s�eulaires impliquant s sont moins nombreuses et jouent un rôle moinsimportant que les pr�e�edentes. Nous �etudions l'�evolution des r�esonanes de la FamilleIII au pargraphe 5.3.2. Lorsque la valeur initiale de a2 parourt l'intervalle [8:4; 9:625℄,le domaine des fr�equenes atteintes par � varie entre 1700 et 2360. Les fr�equenes delibrations des �eventuels troyens de Saturne sont don environ 4 fois inf�erieures �a elles detroyens de Jupiter. Par ons�equent, les �el�ements de la Famille II devraient agir sur lestroyens de Saturne plus prohes des RMM que pour les troyens de Jupiter. Nous verronsau paragraphe 5.3.1 que ette famille joue aussi un rôle important dans la dynamique destroyens au ours de la migration plan�etaire.5.3.1 Analyse de la Famille II5.3.1.1 Pr�edition de l'apparition de la Famille IIDe la même fa�on que pour les troyens de Jupiter, nous r�ealisons une pr�edition del'apparition des �el�ements de la Famille II dans �e, en n�egligeant le terme de droite del'�equation (3.6). On obtient ainsi une ondition de r�esonane simpli��ee similaire �a larelation (4.6) : iq �1;2�;� 2 ��(�e): (5.1)Rappelons que les �el�ements de ette famille apparaissent regroup�es en sous-familled�e�nie par les valeurs de (�; �; i; q), le ouple (�; �) faisant r�ef�erene �a la RMM �a laquellesont assoi�es les �el�ements de ette sous-famille. Contrairement aux as de troyens deJupiter, ii les bornes du domaine des fr�equenes de libration des troyens varient avea2. En e�et, nous avons vu i-dessus que �0 augmente proportionnellement �a n2 lorsquea2 diminue. Nous allons utiliser ette propri�et�e a�n de simpli�er la relation (5.1). Enutilisant les bornes de ��(�0:045) pour la on�guration stable d�erite au paragraphe 5.2.2,lorsque � est minimale, on a �=n2 ' 0:0378 et, quand � est maximale �=n2 ' 0:0443. Ona don �=n2 2 [0:0378; 0:0443℄. Selon l'approximation lin�eaire s�eulaire, �=n2 est presqueonstant et nous supposerons que 8a2 2 [8:4; 9:625℄; �=n2 2 [0:0378; 0:0443℄. On peut ainsipr�evoir que les �el�ements de la Famille II assoi�es au quadruplet (�; �; i; q) entrent dans�0:045 lorsque la relation suivante est v�eri��ee :iqn2�1;2�;� 2 [0:0378; 0:0443℄: (5.2)A�n de visualiser pour quelles valeurs de a2 ette relation est v�eri��ee, sur la fenêtre du109



bas de la �gure �g.26, nous avons repr�esent�e des fontions du type i=(qn2)�1;21;2 , i=(qn2)�1;23;7 ,et i=(qn2)�1;22;5 respetivement en rouge, en vert et en bleu. Les valeurs des oeÆientsi=q sont �erites sur les ourbes orrespondantes, en bas pour les ourbes assoi�ees �a laRMM 1 : 2, en haut pour elles assoi�ees �a la RMM 3 : 7 et au milieu pour ellesassoi�ees �a la RMM 2 : 5. Nous avons repr�esent�e es fontions dans l'intervalle des images[0:0378; 0:0443℄. De ette fa�on, il est faile de visualiser pour quelles valeurs de a2 larelation (5.2) est v�eri��ee. Nous pouvons ainsi pr�edire que la sous-famille de la FamilleII assoi�ee �a (�; �; i; q) doit apparâ�tre dans �0:045, pour l'intervalle des valeurs de a2orrespondant �a l'apparition de i=(qn2)�1;2�;� sur ette �gure. Cette m�ethode permet deomprendre que le passage de sous-familles de la Famille II dans �0:045 sont la ause debon nombre des pis d'instabilit�e visibles sur la fenêtre du milieu de la �gure �g.26.Dans la situation atuelle, a2 ' 9:5855, e qui orrespond �a un minimum loal de laourbe n0:045ej . Dans l'intervalle pr�e�edent la on�guration atuelle a2 2 [9:4; 9:5855℄, nousvoyons que la ourbe n0:045ej poss�ede 4 maximums loaux orrespondant au passage dei=q�1;22;5 dans �0:045. Ces pis d'instabilit�e sont dû �a la pr�esene de sous-familles de la Fa-mille II, assoi�ees �a la RMM 2 : 5 et aux ouples (i; q) 2 f(�1; 4); (�1; 3); (�1; 2); (�1; 1)g.Pour haun de es pis, l'instabilit�e la plus forte apparâ�t lorsque la ourbe i=q�1;22;5 atteintle haut de la fenêtre dans laquelle nous l'avons repr�esent�ee. Ainsi, omme dans le as destroyens de Jupiter, les sous-familles de la Famille II d�estabilisent le plus les troyens lorsquei=q�1;22;5 est tr�es prohe de la fr�equene de libration du point �equilat�eral. Ces pis d'insta-bilit�e prohes de la situation atuelle sont tr�es int�eressants. En e�et, ils montrent que,lors de la migration plan�etaire, les troyens de Saturne ont dû être fortement d�estabilis�espar es sous-familles de r�esonanes. Notamment les sous-familles de r�esonanes assoi�ees�a (i; q) 2 f(�1; 2); (�1; 1)g d�epeuplent la quasi-totalit�e de D0:045 en 10 Ma. Or l'ationde es sous-familles sur les troyens de Saturne a dû être d'autant plus longue que 'estjustement �a la �n du proessus de la migration plan�etaire que les demi-grands axes et lesmoyens mouvements des plan�etes varient le plus lentement. De plus, la densit�e d'ast�ero��des�etant plus faible �a la �n de la migration plan�etaire, il est plus diÆile de apturer destroyens pendant ette phase. Ces arguments nous onduisent �a penser que, même si unepopulation ons�equente de troyens a pu exister lors de la migration plan�etaire, il est peuprobable qu'elle ait surv�eu jusqu'�a la �n de ette migration.De nombreux pis d'instabilit�e sont aussi pr�esents de part et d'autre de la RMM 3 : 7.A droite de la RMM 3 : 7, 'est-�a-dire pour des valeurs de a2 plus grandes que ellesprovoquant la RMM, trois pis d'instabilit�e apparaissent provoqu�es par les sous-famillesde la Famille II assoi�ees �a (i; q) 2 f(1; 1); (1; 2); (1; 3)g. A gauhe de la RMM 3 : 7, nousvoyons que les sous-familles orrespondant �a des valeurs oppos�ees de i=q d�estabilisentaussi les troyens de Saturne pour (i; q) 2 f(�1; 1); (�1; 2); (�1; 3)g. Notons que, versa2 ' 9:005, les ourbes �1=(5n2)�1;22;5 et 1=(6n2)�1;21;2 se roisent et que le reouvrement desdeux sous-familles assoi�ees ontribue �a d�estabiliser les troyens de Saturne. Nous verronsi-dessous que, dans ette on�guration, une r�esonane s�eulaire agit aussi, prohe du point�equilat�eral. A gauhe de e pi en apparâ�t un autre, vers a2 ' 8:98, qui n'est pas seulementdû �a l'e�et de la Famille II mais aussi �a une RMM d'ordre �elev�e, la RMM Jupiter-Saturne110
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Fig. 26 { Sur la fenêtre du milieu, nous repr�esentons l'�evolution de n0:045ej en fontion de a2 2 [8:3; 9:625℄.La fenêtre du bas sert �a loaliser l'inuene de la Famille II, nous y repr�esentons les fontions du typei=(qn2)�1;21;2 , i=(qn2)�1;23;7 , et i=(qn2)�1;22;5 respetivement en rouge, en vert et en bleu, dans l'intervalle desvaleurs possibles pour �=n2 (pour plus de d�etail se r�ef�erer au texte). Les oeÆients i=q sont �erits sur lesourbes orrespondantes. La fenêtre du haut sert �a loaliser l'inuene de la Famille III. Les variations, desbornes du domaine �g(�0:045), et de gL4 , y sont repr�esent�ees en rouge. Les autres ourbes, sont d�esign�eespar les indies 0, 1, 2, 3, 4, 5, et sont les repr�esentations respetives de (g1 + g2)=2, g2, (3g2 � g1)=2,2g2 � g1, g2 + g1 � s2, 3g2 � 2g1.
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4 : 9. L'e�et de ette RMM est �egalement rep�erable par une petite irr�egularit�e des ourbesmauves de la fenêtre du haut de la �gure �g.26, qui repr�esentent des ombinaisons lin�eairesdes fr�equenes s�eulaires.L'e�et des �el�ements de la Famille II assoi�es �a la RMM 1 : 2 est moins lairementidenti�able sur la ourbe n0:045ej . Nous verrons au paragraphe 5.3.2 que de nombreusesr�esonanes s�eulaires ontribuent aussi �a d�estabiliser les troyens de Saturne et qu'il estplus diÆile de dissoier leur e�et de elui de la Famille II lorsqu'on se rapprohe de laRMM 1 : 2. On peut n�eanmoins identi�er 3 pis d'instabilit�e aus�es par 3 sous-famillesassoi�ees �a (�; �) = (1; 2) et �a (i; q) 2 f(2; 5); (1; 3); (1; 4)g, vers a2 ' 8:61, a2 ' 8:66 eta2 ' 8:78.5.3.1.2 Analyse du passage d'une sous-famille de la Famille IIDans les paragraphes pr�e�edents, nous avons mis en plae un mod�ele permettant depr�edire de mani�ere globale pour quelles valeurs de a2 la Famille II agit sur les troyensde Saturne. Dans e paragraphe, nous �etudions de mani�ere plus d�etaill�ee le passage dela sous-famille de la Famille II assoi�ee �a (�; �; i; q) = (2; 5;�1; 3) dans l'�equation (5.1).D'apr�es les pr�editions r�ealis�ees sur la �gure �g.26, ette sous-famille d�estabilise les troyenslorsque a2 2 [9:46; 9:5℄. Sur la �gure �g.27, nous repr�esentons les artes de di�usion et lesfr�equenes (g; �), issues des int�egrations de D0:045 pour les valeurs intitales de a2 suivantes :9:4533, 9:4566, 9:4600, 9:4616, 9:4666, 9:4733. Ces �gures sont d�esign�ees par des lettreset rang�ees par ordre alphab�etique pour des valeurs roissantes de a2, en minusule pourles artes de di�usion et en majusule pour les artes en fr�equenes. La premi�ere de es�gures, d�esign�ee par la lettre a, est prohe de la on�guration stable que nous avons d�eriteau paragraphe 5.2.2. Les mêmes r�esonanes s�eulaires apparaissent quasiment au mêmeendroit que sur la arte de di�usion de la �gure �g.21. Comme on le voit sur la fenêtredu bas de la �gure �g.26, pour ette valeur de a2, la ourbe repr�esentant �1=(3n2)�1;22;5n'est pas enore entr�ee dans l'intervalle des valeurs de �=n2. N�eanmoins, ette pr�editionde la Famille II n�eglige les termes de droite de la relation 5:1. Ave ette m�ethode, nousloalisons le mieux les r�esonanes d'ordre minimal, qui sont aussi elles qui d�estabilisentle plus les troyens. Des r�esonanes d'ordres �elev�es peuvent don agir au voisinage desdomaines o�u nous pr�edisons leur apparition. C'est le as sur la �gure �g.27.a, o�u des�elements de la Famille II d'ordres �elev�es ommenent �a apparâ�tre et augmentent l'indiede di�usion de partiules dont les onditions initiales sont regroup�ees autour de ourbesenerlant le point �equilat�eral. Ces ourbes sont sh�ematis�ees sur la partie droite de la�gure �g.22. Sur la arte de di�usion �g.27.a, elles apparaissent en bleu lair et intersetentl'axe I = I2 pour des valeurs de a2 appartenant �a l'intervalle [9:465; 9:48℄. Le domainedes fr�equenes (g; �) repr�esent�e sur la �gure �g.27.A est tr�es similaire �a elui de la �gure�g.21.Sur la �gure �g.27.b, les �el�ements de la Famille II qui �etaient pr�esents sur la �gure�g.27.a se sont �eart�es du point �equilat�eral, tandis que d'autres �el�ements d'ordres moins�elev�es apparaissent au entre de la zone de stabilit�e. Les r�esonanes de la Famille II et112



de la Famille III se reouvrent et ontribuent �a �ejeter des partiules, r�eant une launeautour de l'intervalle a 2 [9:48; 9:55℄. Les partiules des r�egions o�u agissaient les r�esonaness�eulaires sont �ejet�ees. Les bords du domaine des fr�equenes (g; �) de la �gure �g.27.Bgardent la même allure. De mani�ere plus globale, les domaines des fr�equenes de es 6on�gurations plan�etaires apparaissent omme des portions du domaine repr�esent�e sur la�gure �g.27.B. Ce domaine est sulpt�e par les r�esonanes de la Famille II.La on�guration la plus instable est atteinte pour a2 ' 9:46, pour laquelle �0 '�1=3�1;22;5 . Par ons�equent, les �el�ements de plus bas ordres agissent prohes du entre de lazone de stabilit�e. Cette situation est repr�esent�ee sur les �gures d�esign�ees par la lettre  o�u lazone de stabilit�e apparâ�t oup�ee en deux par la Famille II. Deux �̂lots de partiules stablessubsistent, l'un entourant le point �equilat�eral, et l'autre s'en �eartant de 0:12 UA. Cetteon�guration est �a rapproher de la zone de stabilit�e de la on�guration atuelle (voir�g.20) o�u des �el�ements de la Famille II agissent �egalement prohe du point �equilat�eral.Ces situations sont don tr�es semblables, seul l'ordre de la sous-famille en ation di��ere,e qui est li�e au fait que, dans la on�guration atuelle, la Famille II ejete les partiulesprohe du point �equilat�eral alors que e n'est pas le as ii. Lorsque a2 augmente, lesr�esonanes d'ordres minimaux de la Famille II balayent le domaine des fr�equenes (g; �)de haut en bas. En ons�equene, les bords du domaine o�u les r�esonanes de la Famille II�ejetent des partiules de la zone de stabilit�e suivent l'�evolution d�erite par les ourbesde niveau � = Di pour i 2 f1; 2; 3; 4g sur le sh�ema de droite de la �gure �g.22. Quand a2augmente, elles se d�ealent vers l'ext�erieur de la zone de stabilit�e et, par ons�equent, l'̂�lotde stablilit�e entourant le point �equilat�eral grandit progressivement tandis que le deuxi�eme�̂lot disparâ�t peu �a peu. C'est e qui apparâ�t sur les �gures d�esign�ees par les lettres d, eet f .Les bornes du domaine �e hangeant peu ave l'exentriit�e (voir �g.25), les mêmesr�esonanes de la Famille II devraient don apparâ�tre au même endroit dans tous lesdomaines �e ind�ependament du param�etre e. Les r�esonanes s�eulaire du type g = teont un e�et plus important sur les partiules ayant une exentriit�e plus �elev�ee. D'autrepart, les relations de r�esonanes d�e�nissant la Famille II peuvent impliquer la fr�equene gassoi�ee �a la pr�eession du p�erih�elie. Il est don probable que la largeur de es r�esonanesaugmente ave l'exentriit�e, favorisant les reouvrements des �el�ements des familles II etIII. Le passage de la Famille II devrait ainsi d�estabiliser plus fortement les domaines Depour de plus grandes exentriit�es. Nous avons int�egr�e le domaine D0:075 pour les mêmesvaleurs initiales du demi-grand axe de Saturne que D0:045. Les artes de di�usion et lesartes en fr�equene de l'espae (g; �) sont repr�esent�ees sur la �gure �g.28. Les lettresappos�ees sur haune des fenêtres de ette �gure font r�ef�erene aux mêmes on�gurationsplan�etaires que elles de la �gure �g.27.La fr�equene maximale de ��(�0:075) est sup�erieure de 1:3 �a elle de ��(�0:045). Cesdomaines sont don tr�es prohes ; par ons�equent, les r�esonanes en ation sur haunedes �gures de la �g.28 apparaissent au même endroit que elles agissant sur les �guresde la �g.27. Sur la �gure �g.28.a, les r�esonanes d'ordre �elev�e qui apparaissaient en bleulair au entre de la zone de stabilit�e de la �gure �g.27.a, suÆsent �a �ejeter les partiules113
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Fig. 27 { Cette �gure est onstitu�ee de deux blos, sur elui de gauhe apparaissent les artes dedi�usion du domaine D0:045, et sur elui de droite la projetion de �0:045 sur le plan (g; �). Les �guresd�esign�ees par les letres a, b, , d, e, f orrespondent respetivement aux valeurs initiales de a2 suivantes :9:4533, 9:4566, 9:4600, 9:4616, 9:4666, 9:4733. Les artes en fr�equenes orrespondantes sont d�esign�eespar des lettres majusules.
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du entre de la zone de stabilit�e. Des partiules instables subsistent aux alentours dea ' 9:60. Ces deux r�egions, o�u il reste des partiules, se rejoignent �a haute inlinaison,formant une arhe. Sur les �gures �g.28.b, �g.28. et �g.28.d, de plus en plus de r�esonanesde la Famille II oupent l'espae des fr�equenes �0:075, ejetant les partiules du brasdroit de la zone de stabilit�e. Les �gures �g.28.e et �g.28.f sont tr�es semblables �a ellesde la �gure �g.27. Ces r�esultats on�rment que les �el�ements de la Famille II agissent enmême temps dans les domaines De, pour di��erentes valeurs de e, et d�estabilisent plus lespartiules les plus exentriques.
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Fig. 28 { Cette �gure est la même que la �gure �g.29, mais pour une exentriit�e initiale des troyensplus grande, e = 0:075. 115



5.3.2 Analyse de la Famille IIIDans le as des troyens de Jupiter, nous avons vu que les r�esonanes de la FamilleIII du type g = f(g1; g2; s2) jouent un rôle n�egligeable ompar�e �a eux des Famille IVet II. Ces r�esonanes s�eulaires apparaissent tr�es prohes de la RMM 1 : 2 et seulementpour des onditions intitales de a2 appartenant �a de tr�es petits intervalles. La fr�equeneg des troyens de Saturne �etant plus petite que elle des troyens de Jupiter, elle est plusprohe des fr�equenes s�eulaires plan�etaires. C'est pourquoi les r�esonanes de la FamilleIII ont un e�et plus important sur la dynamique des troyens de Saturne, notamment ellesv�eri�ant des relations du type : kg = k1g1 + k2g2 + l2s2; (5.3)ave k, k1, k2, et l2, des entiers relatifs v�eri�ant la relation de d'Alembert k1+k2+ l2 = k.Notons k = (k; k1; k2; l2), et Ck = (k1g1 + k2g2 + l2s2)=k. Dans notre mod�ele, Ck d�ependde la valeur initiale de a2. Les r�esonanes d�e�nies par la relation (5.3) devraient agir surles troyens de Saturne lorsque la relation suivante est v�eri��ee :Ck(a2) 2 �g�e: (5.4)A�n de visualiser pour quelles valeurs de a2 des relations de e type sont v�eri��ees,nous avons repr�esent�e, sur la fenêtre du haut de la �gure �g.26, l'�evolution des bornes dudomaine �g(�0:045) et de gL4 en rouge. Ces bornes ont �et�e �etudi�ees au paragraphe 5.2.3.Les autres ourbes de la fenêtre du haut de la �gure �g.26, repr�esentent des ombinaisonslin�eaires �a oeÆients rationnels des fr�equenes s�eulaires. Ces ourbes sont d�esign�ees parles indies 0, 1, 2, 3, 4, 5, et sont les repr�esentations des fontions qui, aux valeurs initialesde a2 2 [8:3; 9:625℄, assoient respetivement :C(2;1;1;0)(a2) = g1 + g22 ;C(1;0;1;0)(a2) = g2;C(2;�1;3;0)(a2) = 3g2 � g12 ;C(1;�1;2;0)(a2) = 2g2 � g1;C(1;1;1;�1)(a2) = g2 + g1 � s2;C(1;�2;3;0)(a2) = 3g2 � 2g1:116



Nous avons repr�esent�e les fontions n'impliquant que les fr�equenes g1 et g2 en mauve,et elle impliquant s2 en bleu lair. Les fr�equenes s�eulaires g1, g2 et s2 ne sont pasd�e�nies �a l'int�erieur des RMM, 'est pourquoi des launes apparaissent sur es ourbesaux voisinages des RMM Jupiter-Saturne 3 : 7 et 2 : 5. Sur les ourbes 3 et 5, uneirr�egularit�e apparâ�t vers a2 ' 8:98, marquant le passage de la RMM 4 : 9. Lorsque lesourbes indi�ees de 0 �a 5 p�en�etrent dans l'aire omprise entre les ourbes rouges du hautet du bas, il existe des troyens dont la fr�equene de pr�eession du p�erih�elie v�eri�e g = Ck.Par ons�equent l'�el�ement de la Famille III d�e�ni par ette relation apparâ�t dans �0:045.Ces r�esonanes d�estabilisent le plus les troyens lorsque la ourbe repr�esentative de Ck estprohe de la ourbe repr�esentative de gL4. Comme nous l'avons vu au paragraphe 2.1, lesvaleurs absolues des fr�equenes s�eulaires des plan�etes augmentent de mani�ere signi�ativelorsqu'on se rapprohe des RMM. En partiulier, g2 subit des variations importantes auvoisinage de la RMM. Il en r�esulte que les r�esonanes s�eulaires g = (g1 + g2)=2, g = g2et g = (3g2 � g1)=2, traversent l'espae des fr�equenes �0:045 respetivement pour a2 2[8:425; 8:44℄, a2 2 [8:475; 8:515℄, et [8:53; 8:63℄. Des reouvrements entre les r�esonaness�eulaires et les �el�ements de la Famille II ontribuent �a prolonger le plateau d'instabilit�ede la RMM 1 : 2. De même, lorsque a2 augmente en se rapprohant de la RMM 2 : 5,les ombinaisons lin�eaires des fr�equenes s�eulaires subissent des variations importantes.Ainsi les ourbes 3 et 4 se rapprohent-elles de gL4, e qui signi�e que l'inuene desr�esonanes g = 2g2 � g1 et g = g2 + g1 � s2 augmente. De mani�ere plus globale, em�eanisme implique que les �el�ements de la Famille III de faibles ordres balayent l'essaimdes troyens prohes des RMM. Plus loin des RMM, la valeur absolue des fr�equeness�eulaires des plan�etes diminue lentement quand le demi-grand axe de Saturne augmente.En ons�equene, les ourbes 3 et 4 restent plus longtemps entre les bornes de �g(�e) etles r�esonanes g = 2g2� g1 et g = g2 + g1� s2 balayent lentement l'espae des fr�equenes�0:045, respetivement pour a2 2 [8:6; 9:2℄ et a2 > 8:8.La on�guration stable �etudi�ee au paragraphe 5.2.2 pour a2 ' 9:4467, est prohe d'unminimum loal de n0:045ej . Nous avons vu au paragraphe 5.2.2, que pour ette on�gura-tion des plan�etes, les troyens de Saturne poss�edent une large zone de stabilit�e o�u l'e�etdes r�esonanes s�eulaires apparâ�t lairement. Utilisons ette on�guration pour v�eri�ernos pr�editions. Pour a2 ' 9:4467, nous voyons que les ourbes 4 et 5 de la fenêtre duhaut de la �gure �g.26 sont entre les ourbes rouges repr�esentant les bornes des valeursatteintes par g. C'est pourquoi les r�esonanes s�eulaires g = 2g2 � g1 et g = g2 + g1 � s2apparaissent dans �0:045. Les onditions initiales des partiules subissant leur inuenesont regroup�ees autour de ourbes sh�ematis�ees sur la partie gauhe de la �gure �g.22.Elles ressemblent �a des portions de paraboles, intersetant l'axe des demi-grands axes sig > gL4, et intersetant l'axe des inlinaisons si g < gL4. Ainsi, sur la fenêtre du haut dela �gure �g.26, on voit que pour a2 ' 9:4467, la ourbe 4 est au dessous de la ourberepr�esentative de gL4. La r�esonane g = g2 + g1 � s2 a�ete don des partiules dont lesonditions initiales sont regroup�ees autour d'une ourbe ressemblant aux ourbes 1 et 2du sh�ema de gauhe de la �gure �g.22. Pour a2 ' 9:4467, la ourbe 5 est au-dessus dela ourbe repr�esentative de gL4 . Par ons�equent, la r�esonane g = 2g2 � g1 a�ete des117



partiules dont les onditions initiales sont regroup�ees autour d'une ourbe ressemblantaux ourbes 3 et 4 de e même sh�ema. Plus g�en�eralement, pour une valeur donn�ee dea2, la position de Ck(g1; g2; g3) par rapport �a la ourbe repr�esentative de gL4 permet depr�edire quels sont les troyens a�et�es par la r�esonane g = Ck.Nous allons �etudier de mani�ere plus d�etaill�ee le passage de la r�esonane g = 2g2 � g1dans l'essaim des troyens. Sur la �gure �g.29, nous repr�esentons les artes de di�usionet les artes en fr�equenes du domaine D0:045, orrespondant aux valeurs initiales de a2suivantes : 8:62, 8:633, 8:660, 8:673, 8:686, 8:726. Les artes de di�usion sont d�esign�eespar des lettres minusules et les artes en fr�equenes par des lettres majusules. Elles sontrang�ees par ordre alphab�etique pour des valeurs initiales de a2 roissantes. Sur les �guresrepr�esentant le domaine (g; �), nous loalisons ette r�esonane s�eulaire en repr�esentanten pointill�e une portion de la droite vertiale d'�equation g = 2g2 � g1. Lorsque a2 aug-mente, ette droite balaye le plan (g; �) de droite �a gauhe, tandis que le domaine desfr�equenes est d�eal�e vers la gauhe beauoup plus lentement. Sur les deux premi�eres �-gures, ette droite se rapprohe du point �equilat�eral. Dans l'espae des onditions initiales,ette r�esonane d�estabilise les partiules situ�ees autour de ourbes similaires aux ourbes1 et 2 du sh�ema de gauhe de la �gure �g.22, intersetant l'axe des demi-grands axes versa ' 8:665 sur la �gure �g.29.a et vers a ' 8:645 sur la �gure �g.29.b. Sur la �gure �g.29.,ette r�esonane est tr�es prohe du point de Lagrange et la quasi totalit�e des partiules sont�ejet�ees. Dans ette on�guration, la Famille III n'est pas la seule ause d'instabilit�e arles �el�ements de la sous-famille de la Famille II assoi�ee �a (�; �; i; q) = (1; 2; 1; 3) agissentprohe du point �equilat�eral. Sur la �gure suivante, �g.29.d, la r�esonane g = 2g2 � g1a franhi le point �equilat�eral et ejete des partiules regroup�ees sur une ourbe dont laforme est sh�ematis�ee par la ourbe 3 de la partie gauhe de la �gure �g.22. Quelques�el�ements de la Famille II apparaissent dans le domaine des fr�equenes (g; �) repr�esent�esur la �gure �g.29.D. Nous avons tra�e trois portions de droites horizontales d'�equation� = ((n1 � 2n2) + kg2 � (k � 1)g1)=3 pour k 2 f�4;�3;�2;�1g apparaissant de basen haut pour des valeurs de k roissantes. Des points s'aumulent au niveau des troispremi�eres de es droites. Les partiules orrespondantes sont fortement d�estabilis�ees pares r�esonanes de la Famille II, ainsi que par la proximit�e de la r�esonane s�eulaire ; ellesont pour la plupart un indie de di�usion od�e en rouge sur la �gure �g.29.d, et sonregroup�ees entre le point �equilat�eral et la zone de partiules �ejet�ees par la r�esonanes�eulaire. Cette situation a les deux arat�eristiques prinipales de la situation atuelle :des �el�ements de la Famille II sont prohes du point �equilat�eral, et une r�esonane s�eulaireagit sur les partiules les plus inlin�ees. Lorsque a2 parourt l'intervalle [8:3; 9:625℄, ettesituation apparâ�t fr�equemment dans l'essaim des troyens. En e�et, sur la fenêtre du hautde la �gure �g.26, on voit qu'il y a presque toujours des r�esonanes du type g = tedans �g(�0:045). Le passage plus rapide des �el�ements de la Famille II provoque don dessituations similaires, o�u le reouvrement des familles II et III d�estabilise les troyens.Lorsque a2 augmente, la r�esonane s�eulaire g = 2g2 � g1 qui apparâ�t sur les �gures�g.29.E et �g.29.F se d�eplae vers la gauhe dans le plan (g; �). Elle s'�eloigne du point�equilat�eral vers les troyens plus inlin�es. Sur les �gures �g.29.e et �g.29.f, on voit que118



la zone des troyens �ejet�es par ette r�esonane se d�eplae plus lentement. Sur la fenêtredu haut de la �gure �g.26, on voit que lorsque a2 ontinue d'augmenter, la ourbe 3repr�esentant g = 2g2�g1 desend de plus en plus lentement dans �g(�0:045) pour en sortirprohe de la RMM 3 : 7. Ce qui signi�e que ette r�esonane touhe des troyens de plusen plus inlin�es pour a2 2 [8:66; 9:2℄. Il est urieux de onstater que l'inuene de etter�esonane r�eapparâ�t prohe de la RMM 2 : 5 pour a2 � 9:57, touhant des troyens demoins en moins inlin�es lorsque a2 augmente.Le balayage du domaine �e par es r�esonanes, pour d'autres valeurs initiales de e,est tr�es similaire. A�n de on�rmer ette hypoth�ese �enon�ee au paragraphe pr�e�edent,nous avons int�egr�e le domaine D0:075 pour les mêmes valeurs initiales de a2 que pour la�gure �g.29. Nous pr�esentons les r�esultats issus de es int�egrations sur la �gure �g.30.L'�evolution de la zone de stabilit�e se d�eroule en suivant le même s�enario. Sur haune dees �gures, les r�esonanes agissent de la même mani�ere que sur la �gure �g.29, l'instabilit�equ'elles g�en�erent semble plus forte. Cei apparâ�t lairement sur la �gure �g.30.d, o�u laplupart des partiules ont un indie de di�usion sup�erieur �a 10�3, alors qu'il subsistaitune �̂le de partiules ayant un indie de l'ordre de 10�4 sur la �gure �g.29.d.De mani�ere plus g�en�erale, la plupart des r�esonanes s�eulaires suivent la même�evolution que la r�esonane g = 2g2�g1. Lorsque a2 augmente, �eloignant le ouple Jupiter-Saturne de la RMM 1 : 2, elles entrent rapidement dans l'essaim des troyens. Les ourbesCk(a2) �etant onvexes sur l'intervalle [8:3; 9:625℄, la vitesse ave laquelle es r�esonanesbalayent l'essaim des troyens ralentit. Lors d'une migration, es r�esonanes agissent dond'autant plus longtemps sur les troyens que leur inlinaison est grande. Ce proessus estinvers�e lorsque a2 augmente en se rapprohant d'une RMM, omme 'est le as prohe dela RMM 2 : 5. Nous avons entr�e notre analyse sur les r�esonanes du type g = te qui sontles r�esonanes s�eulaires jouant le rôle le plus important dans la dynamique des troyens.Les r�esonanes s�eulaires du type s = te peuvent aussi être loalis�ees en utilisant unem�ethode analogue, utilisant ette fois-i les bornes de �s(�e) d�erites au paragraphe 5.2.3.En partiulier, ei permet de pr�edire que la r�esonane s�eulaire s = 2g1�g2, est pr�esentepour a2 2 [8:58; 9:6℄. Elle est pr�esente dans la on�guration stable d�erite au paragraphe5.2.2, et devrait �egalement ontribuer �a d�estabiliser des partiules dans la on�gurationatuelle. N�eanmoins, l'e�et des r�esonanes du type g = te semble pr�edominer.
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 70  80  90Fig. 29 { Cette �gure est onstitu�ee de deux blos, sur elui de gauhe apparaissent les artes de di�usiondu domaine D0:045, et sur elui de droite la projetion de �0:045 sur le plan (g; �). Les �gures d�esign�eespar les letres a, b, , d, e, f orrespondent respetivement aux valeurs initiales de a2 suivantes : 8:62,8:633, 8:660, 8:673, 8:686, 8:726. Les artes en fr�equenes orrespondantes sont d�esign�ees par des lettresmajusules. Sur haune des �gures A, B, C, D, E, F nous avons tra�e la droite d'�equation g = 2g2�g1.Sur la �gure D, les portions de droites horizontales ont pour �equation, 3� = (n1�2n2+kg2�(k�1)g1)=3pour k 2 f�4;�3;�2;�1g. Elles sont parourues de bas en haut pour des valeurs de k roissantes.
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5.3.3 Analyse de on�gurations prohes de la situation atuelleMalgr�e la perturbation forte de Jupiter, nous avons vu que les hangements de formede �e en fontion de la valeur initiale a2, sont mod�elisables par une simple translation(5.2.3). Cei nous a permis de sh�ematiser de mani�ere globale le balayage de De par lesfamilles II et III. Cette analyse permet de omprendre le passage de es r�esonanes dansla plupart des as. Nous pr�esentons ii des on�gurations pour lesquelles la proximit�ede la RMM 2 : 5 d�eforme l'espae des fr�equenes �e de mani�ere plus omplexe. Ceph�enom�ene apparâ�t prohe de la situation atuelle (a2 ' 9:5855), pour des valeurs de a2appartenant �a l'intervalle [9:56; 9:58℄. D'apr�es les pr�editions r�ealis�ees par la �g.26, poures valeurs de a2, les familles II et III devraient apparâ�tre dans �e. En e�et, pour esvaleurs de a2, la ourbe ��1;22;5 traverse ��(�0:045) indiquant la proximit�e de la sous-familleassoi�ee �a (�; �; i; q) = (2; 5;�1; 1). Le passage de ette sous-famille provoque le dernierpi d'instabilit�e pr�e�edant la on�guration atuelle, visible sur la ourbe repr�esentativede n0:045ej pour a2 2 [9:56; 9:58℄. Remarquons que ette sous-familles ontient des �el�ementsayant des ordres plus faibles que toutes les autres sous-familles de la Famille II assoi�ees�a la RMM 2 : 5. Par ons�equent il est logique que e soit elle qui d�estabilise le plusles troyens de Saturne. Sur la fenêtre du haut de la �gure �g.26, pour a2 2 [9:56; 9:58℄,trois ourbes sont prohes de �g(�0:045). Cei indique la pr�esene des r�esonanes s�eulairesg = 3g2 � 2g1, g = g1 + g2 � s2, et g = 2g2 � g1.A�n d'�etudier l'inuene de es r�esonanes sur les troyens, nous avons repr�esent�e, surla �gure �g.31, les r�esultats des int�egrations de D0:045 pour les 8 valeurs initiales de a2suivantes : 9:560, 9:563, 9:565, 9:567, 9:570, 9:573, 9:577, 9:580. Les artes de di�usions sontd�esign�ees par des lettres minusules et les artes en fr�equenes par des lettres majusules.Elles sont rang�ees par ordre alphab�etique pour des valeurs initiales de a2 roissantes.Sur les �gures �g.31.a, �g.31.b, et �g.31., une bande rouge vertiale apparâ�t prohe dupoint �equilat�eral. Ces tahes orrespondent �a des partiules dont nous n'avons pas trouv�ela fr�equene de libration. Cette laune est due au fait que, pour minimiser le temps dealul, nous ne alulons que les 5 premiers termes du d�eveloppement en fr�equene de aei�sur les deux intervalles de temps [0; 5Ma℄ et [5Ma; 10Ma℄. Ces tahes orrespondent �a despartiules pour lesquelles � ne fait pas partie des 5 premi�eres fr�equenes du d�eveloppement.Nous n'avons don pas pu aluler l'indie de di�usion de es partiules. N�eanmoins, esas sont isol�es et ne g�enent pas l'analyse globale de es �gures. Sur la �gure �g.31.A, nousobservons un ph�enom�ene que nous n'avions pas enore renontr�e : la forme globale dudomaine des fr�equenes �0:045 n'est plus la même. La forme pyramidale renontr�ee dansla plupart des autres on�gurations semble être tordue en son sommet. Cette distorsionde l'espae des fr�equenes est probablement aus�ee par le reouvrement des r�esonanesen moyens mouvements troyen-Saturne 1 : 1, et Jupiter-troyen 2 : 5. La proximit�e dela RMM 2 : 5 semble avoir pour e�et d'augmenter la fr�equene g des troyens qui sontprohes du point �equilat�eral. Cette augmentation est d'autant plus grande que les troyenssont prohes du point �equilat�eral. La ourbe des fr�equenes suivant le bord droit de ette122
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pyramide tordue orrespond aux onditions initiales (a; I) 2 [a2; a2 + 0:24℄� fI2g. Cettedistorsion a un e�et singulier : la r�esonane d'�equation g = 3g2 � 2g1 oupe deux fois ebord. Cette r�esonane est mat�erialis�ee par la droite vertiale tra�ee sur la �gure �g.31.A.Les partiules subissant l'e�et de ette r�esonane sont don s�epar�ees en deux parties, l'uneprohe du entre de la zone de stabilit�e et l'autre plus �eloign�ee. La premi�ere apparâ�t surla �gure �g.31.a, et ressemble �a une arhe qui enerle le point �equilat�eral. Cette arheest jaune et intersete l'axe I = I2 vers a = 9:65. La deuxi�eme �ejete bon nombre departiules sur une ourbe du même type que la ourbe 1 de la partie gauhe de la �gure�g22, intersetant l'axe des demi-grands axes vers a = 9:74. L'espae des fr�equenes estmoins d�eform�e loin du entre de la zone de stabilit�e. En ons�equene, l'evolution de etter�esonane sur la portion �eloign�ee du point �equilat�eral, suit le s�enario d�erit au paragraphe5.3.2. Lorsque a2 augmente, ette portion est lentement d�eal�ee vers les plus grands demi-grands axes, sur les �gures �g.31.B, C,D,E,F. Par ontre, prohes du point �equilat�eral, lesfr�equenes g des troyens augmentent de mani�ere signi�ative. Lorsque a2 augmente, etteaugmentation est plus grande que la translation de la droite g = 3g2 � 2g1. Il en r�esulteque l'arhe de partiules subissant l'e�et de la r�esonane g = 3g2� 2g1 s'�eloigne du point�equilat�eral. Elle intersete l'axe des demi-grands axes pour a ' 9:68 sur la �gure �g.31.b,pour a ' 9:69 sur la �gure �g.31., et pour a ' 9:71 sur la �gure �g.31.d. Cette r�esonanes�eulaire s'�eloigne des fr�equenes des troyens sur les deux derni�eres �gures, alors que lar�esonane g = 2g2 � g1 s'en rapprohe. La droite d'equation g = 2g2 � g1 est repr�esent�eepar une droite vertiale prohe de g = 51 sur la �gure �g.31.h. Quand a2 augmentejusqu'�a atteindre sa valeur atuelle, l'inlinaison des troyens a�et�es par ette r�esonane,diminue progressivement pour atteindre 12Æ dans la on�guration atuelle. A l'e�et dees r�esonanes vient s'ajouter elui d'une autre r�esonane s�eulaire : s = 2g1 � g2. Lespartiules perturb�ees par ette r�esonane sont regroup�ees autour d'une ourbe du mêmetype que la num�ero 4 du sh�ema de gauhe de la �gure �g.22, intersetant l'axe a = a2vers I = 10. Lorsque a2 augmente, la r�esonane s = 2g1 � g2 agit sur des troyens moinsinlin�es, et les r�esonanes s = 2g1 � g2 et g = 2g2 � g1 se reouvrent, ontribuant �ad�estabiliser les partiules des �gures �g.31.b, , d, e. Les droites horizontales repr�esent�eessur les �gures �g.31.F, G, H, repr�esentent la droite d'�equation � = ��1;22;5 . Cette droiteindique autour de quelles valeurs de � sont regroup�es les �el�ements de la sous-famille dela Famille II pour lesquels (�; �; i; q) = (2; 5;�1; 1) dans la relation (3.6). C'est don surles �gures �g.31.F et �g.31.G que la Famille II est le plus prohes du point �equilat�eral.Sur les �gures �g.31.f, et g, on voit que presque tous les Troyens sont �ejet�es ou fortementd�estabilis�es. Le r�etr�eissement de la zone de stabilit�e sur les �gures �g.31.e et �g.31.f,peut être expliqu�e par l'entr�ee de plus en plus d'�elements de la Famille II dans �0:045 quis'�eloignent ensuite du point �equilat�eral quand a2 augmente. Lorsque ��1;22;5 diminue pouratteindre 1800 sur la �gure �g.31.G, une nouvelle zone de stabilit�e ommene �a poindrevers a ' 9:67. Cette zone grandit sur la �gure �g.31.h, se rapprohant de la forme de lazone de stabilit�e des troyens de la on�guration atuelle.Cette analyse permet de mieux omprendre la dynamique des troyens ave des on�-gurations plan�etaires prohes de la on�guration atuelle. La situation semble omplexe124



ar au moins trois r�esonanes s�eulaires et une sous-famille de la Famille II perturbentfortement la dynamique des troyens. L'�evolution de la zone de stabilit�e laisse penser quelors d'une migration plan�etaire (lente augmentation de a2), une population de troyens apeu de hanes de survivre.5.4 ConlusionLors de la migration plan�etaire, la taille et la forme de la zone de stabilit�e des troyensde Saturne subit des variations fr�equentes et importantes. Ces hangements radiauxsont dus aux passages d'�el�ements des familles II et III dans l'espae des fr�equenes destroyens. Les �el�ements de la Famille III d�e�nis par des �equations du type g = Ck sontpr�esents tout le long de la migration. Lorsque a2 augmente, es r�esonanes traversentlentement l'espae des troyens, tandis que les �el�ements de la Famille II le parourentplus rapidement. Ces deux m�eanismes d�estabilisant les troyens de Saturne apparaissentsimultan�ement pour de nombreuses on�gurations plan�etaires, et e n'est pas un hasardsi on les retrouve dans la situation atuelle. Nous avons �etudi�e s�epar�ement l'inuenede es deux familles, ei nous a permis de sh�ematiser la mani�ere dont les �el�ementsde es 2 familles balayent les troyens. Cette �etude permet aussi de mieux omprendreomment es r�esonanes tronquent la zone de stabilit�e des troyens dans la on�gurationatuelle. Ainsi, dans la on�guration atuelle, notre mod�ele met en avant la pr�esened'une autre r�esonane s�eulaire ontribuant �a d�estabiliser les troyens de Saturne, quin'avait pas enore �et�e identi��ee, sans doute en raison de son faible impate, la r�esonaneg = g2 + g1 � s2. Le mod�ele �a un param�etre que nous avons mis en plae pr�esentedon un double int�erêt. D'une part, il permet d'analyser les familles de r�esonanes quibalayent l'essaim des troyens lors de la migration plan�etaire, dans le adre des invariantsadiabatiques. D'autre part, l'�etude du mod�ele �a un param�etre, permet de dissoier l'e�etdes di��erentes strutures r�esonantes, et de les analyser s�epar�ement. De même que pour denombreux probl�emes math�ematiques, l'�etude asymptotique de l'�evolution d'un syst�emeen fontion d'un param�etre, permet de mieux le omprendre pour une valeur donn�ee dee param�etre. Dans ette perspetive, nous avons analys�e l'�evolution de la dynamiquedes troyens pour des on�gurations plan�etaires se rapprohant de la situation atuelle.Dans e voisinage, l'espae des fr�equenes des troyens subit des distorsions importantes,rendant la dynamique des troyens singuli�erement ompliqu�ee.A l'issue de e travail, nous sommes en mesure de tirer deux onlusions impor-tantes sur l'�evolution d'une hypoth�etique population de troyens de Saturne lors de lamigration plan�etaire. Premi�erement, nous avons montr�e qu'il existe des on�gurationsplan�etaires pour lesquelles les troyens de Saturne sont remarquablement stables, e quiprouve qu'une population ons�equente de troyens de Saturne a pu exister pendant la mi-gration plan�etaire. Ce r�esultat est bien sûr nuan�e par le fait que dans notre mod�ele, nousne onsid�erons pas l'inuene d'Uranus et de Neptune. N�eanmoins, l'inuene de Jupiter�etant de loin la plus forte, l'introdution de es plan�etes ne devrait pas hanger e r�esultat.125



Deuxi�emement, nous avons vu que peu avant d'atteindre la situation atuelle, les troyensde Saturne ont �et�e tr�es fortement d�estabilis�es. De plus, les plan�etes Uranus et Neptunedoivent ontribuer �a augmenter ette instabilit�e. Il est don tr�es improbable qu'une po-pulation de troyens ait pu survivre �a la migration plan�etaire. Si d'autre travaux avaientd�ej�a montr�e qu'il �etait improbable qu'une population importante de troyens de Saturneait surv�eu pendant plusieurs milliards d'ann�ees, notre r�esultat est plus fort, puisque nousmontrons qu'il est fort probable que ette zone du syst�eme solaire ait �et�e d�esert�ee par lesast�ero��des avant la �n de la migration plan�etaire.Le mod�ele mis en plae dans e hapitre g�en�eralise elui du hapitre pr�e�edent, dans lamesure o�u il prend en ompte le d�eplaement des troyens et de leurs plan�etes o-orbitales.Nous sommes d�esormais apables de l'appliquer �a n'importe quelle population de troyens,pour un mod�ele de migration plan�etaire quelonque, �a ondition que les plan�etes migrentsuÆsamment lentement. La suite logique de e travail serait d'appliquer nos m�ethodesd'analyse aux populations de troyens d'Uranus et de Neptune. Nous n'avons pas eu letemps de poursuivre e travail dans le adre de ette th�ese. Nous avons vu que la FamilleII agit de mani�ere tr�es g�en�erale aux voisinages des points �equilat�eraux d'un syst�emeplan�etaire. Le hapitre suivant a pour but d'illustrer une fois de plus l'importane deette famille sur l'�evolution de la dynamique des troyens. Par manque de temps, nousnous sommes ontent�es de mettre en avant la pr�esene de ette famille, aux voisinages despoints �equilat�eraux de Neptune dans la on�guration atuelle.
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Chapitre 6Les troyens de Neptune dans laon�guration plan�etaire atuelleAvant 2001, on n'avait jamais observ�e d'astero��des au voisinage des points �equilat�erauxde Neptune et on se demandait s'il en existait. Entre 2001 et 2007, 6 possibles troyens deNeptune ont �et�e observ�es au voisinage de L4. Leur trajetoire n'est pas enore suÆsam-ment bien onnue pour qu'on puisse aÆrmer ave ertitude qu'il s'agit bien de troyens.N�eanmoins, les 4 premiers, qui ont �et�e d�eouverts avant 2005, ont plus de hane d'êtree�etivement des troyens. Nesvorny et Dones [ND02℄ ont alul�e num�eriquement la tra-jetoire d'une population �tive de troyens de Neptune dans le syst�eme solaire externe.Ils ont observ�e qu'au bout de 4 Ga 50% des partiules initiales �etaient toujours dans laRMM 1 : 1. Ainsi, dans la on�guration plan�etaire atuelle, une population importantede troyens de Neptune pourrait être stable sur une �ehelle de temps omparable �a l'agedu syst�eme solaire. Peu apr�es sa formation, Neptune a subi une migration importante.Selon les mod�elisations de Levison et al [LMV+08℄, Uranus et Neptune ont pu se roiser,�ehangeant ainsi leur ordre de positionnement par rapport au Soleil. Au d�ebut de leurint�egration, le demi-grand axe de Neptune vaut environ 12, puis il se rapprohe de sa valeuratuelle pour atteindre 30 �a la �n de l'int�egration. Durant ette int�egration, l'exentriit�ede Neptune a aussi onnu des variations importantes (> 0:1) avant de d�erô�tre vers savaleur atuelle. Dans leur artile [KMM03℄, Kortenkamp et al. analysent l'e�et de la mi-gration des plan�etes sur les troyens de Neptune. Ils int�egrent la trajetoire de 1000 troyensave deux mod�eles de migrations plan�etaires, pour lesquelles la vitesse de migration desplan�etes d�eroit exponentiellement sur les �ehelles de temps � = 106, et � = 107. Ave lamigration la plus rapide, au bout de 5� = 5:106 ans, 35% des troyens initiaux demeurentdans la RMM 1 : 1, alors qu'il en reste seulement 5% au bout de 5� = 5:107 ave la migra-tion la plus lente. Ils attribuent ette instabilit�e aux passages des r�esonanes de la FamilleII assoi�ees �a la RMM 1 : 2 Uranus-Neptune. Cei on�rme l'importane de ette famillesur la dynamique des troyens. Dans e hapitre, nous allons identi�er es r�esonanes dansla on�guration plan�etaire atuelle. Dans le mod�ele s�eulaire irulaire, nous avons vuau hapitre 1.5.5, que es trois plan�etes apportent des ontributions signi�atives aux127



valeurs des fr�equenes s�eulaires de L4(�) (voir tab.1.2), e qui traduit l'importane del'inuene direte de es plan�etes sur les troyens de Neptune. C'est pourquoi, dans notreanalyse des troyens de Neptune, auune des plan�etes g�eantes ne peut être n�eglig�ee. Nousanalysons don la dynamique des troyens de Neptune dans le adre du Probl�eme �a SixCorps Restreint (PSCR) : Soleil-Jupiter-Saturne-Uranus-Neptune+partiule sans masse.A�n d'être oh�erents ave les notations du paragraphe 3, les variables faisant r�ef�erene�a Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune seront d�esign�ees respetivement par les indies1, 2, 3, et 4. Les demi-grands axes de es plan�etes sont don not�es (a1; a2; a3; a4), leursmoyens mouvements n = (n1; n2; n3; n4), leurs fr�equenes s�eulaires �g = (g1; g2; g3; g4) et�s = (s1; s2; s3; s4).6.1 Mod�eleNous alulons num�eriquement la trajetoire des troyens de Neptune dans le adre duPSCR �a l'aide du même int�egrateur sympletique SABA4 que elui utilis�e dans les deuxhapitres pr�e�edents, adapt�e �a e syst�eme. Les troyens et les plan�etes sont int�egr�es surdeux tranhes ons�eutives de 20 Ma, ave un pas de temps de 0:2 an. Sur haune de estranhes d'int�egration, nous alulons les fr�equenes propres des troyens qui n'ont pas �et�e�ejet�es de la RMM 1 : 1. Cei nous permet de aluler l'indie de di�usion d'une partiule,ndif = log(j�2��1j=�1), o�u �1 et �2 sont les fr�equenes de libration de la partiule, alul�eesrespetivement sur les intervalles de temps [0; 20Ma℄ et [20Ma; 40Ma℄. Les onditionsinitiales des plan�etes sont prohes de leurs valeurs atuelles. Les onditions initiales destroyens sont hoisies dans un voisinage du point �equilat�eral pr�e�edant Neptune. A haqueint�egration, nous int�egrons 20400 partiules sans masse, pour des valeurs de (a; I) r�epartiessur une grille de 300� 68 onditions initiales dans le domaine 2 [30; 30:5℄� [I4; I4 + 40℄,ave I4 l'inlinaison initiale de Neptune. Les autres variables elliptiques des partiulessont �xes : � = �� �4 � 60 = 0, �g = $ �$4 = 60, 
 = 
4, et e. Nous avons fait troisint�egrations pour les valeurs initiales de l'exentriit�e e suivantes : 0, 0:02, 0:04. Pourhaque valeur initiale de e, et ensemble de onditions initiales est not�e De. L'image deDe par l'appliation fr�equene F est not�e �e.6.2 Analyse des strutures r�esonantes dans l'essaimdes troyens de NeptuneNous avons �etudi�e, au paragraphe 1.5.5, la position et les valeurs des fr�equenes propresdu point �xe L4(�), dans le probl�eme irulaire s�eulaire. Nous avons vu que la posi-tion de L4(�) et les valeurs de ses fr�equenes propres sont plus a�et�ees par les plan�etesint�erieures que par les plan�etes ext�erieures. D'apr�es la ligne du bas du tableau tab.1.1,(�tot0 ; gtot0 ; stot0 ) ' (147; 2;�0:7). Ces quantit�es donnent l'ordre de grandeur des fr�equenes(�; g; s) des troyens de Neptune, elles sont environ dix fois plus petites que elles des128



troyens de Saturne. Les fr�equenes propres des troyens peuvent se ombiner ave les 11fr�equenes propres des plan�etes du syst�eme solaire externe, pour provoquer des r�esonanesdans l'essaim des troyens. Les fr�equenes des plan�etes sont aussi appel�ees fr�equenes defor�age. Dans la on�guration atuelle, elles valent :n = (n1; n2; n3; n4) = (109256:49; 43996:32; 15424:19; 7865:03)�g = (g1; g2; g3; g4) = (4:24; 28:23; 3:09; 0:67)�s = (s1; s2; s3; s4) = (0;�26:34;�2:99;�0:69): (6.1)Sur la �gure �g.32, nous avons repr�esent�e les artes de di�usion de D0, D0:02, et D0:04,issues de nos int�egrations. Une large zone de stabilit�e apparâ�t, r�etr�eissant lorsque l'ex-entriit�e augmente. Le demi-grand axe initial de Neptune vaut a4 ' 30:048. Comme nousle voyons sur es �gures, le entre de la zone de stabilit�e est d�eal�e d'environ 0:19. Ced�ealage est dû �a l'inuene des plan�etes Jupiter, Saturne et Uranus et �etait d�ej�a visibledans le probl�eme s�eulaire. En e�et, nous avons vu au paragraphe 1.5.5, que le point�xe L4(�) du probl�eme s�eulaire �a l'ordre un des masses plan�etaires, est d�eal�e d'environ0:05. Ce d�ealage est d'autant plus important que Neptune est la derni�ere plan�ete dusyst�eme solaire et que la position de L4(�) est plus d�eal�ee par les plan�etes internes quepar les plan�etes externes. Sur haune de es artes de di�usions, des zones de ouleursdi��erentes marquent la pr�esene de strutures r�esonantes. Les mêmes strutures appa-raissent sur haune de es �gures et 'est pourquoi nous nous ontenterons, i-dessous,d'�etudier l'espae des fr�equenes des partiules appartenant �a D0. De mani�ere globale, lespartiules ayant une plus grande exentriit�e sont moins stables. Les troyens de Neptuneayant une exentriit�e initiale sup�erieure �a 0:11 sont �ejet�ees de la RMM 1 : 1 en moinsde 10 Ma. Remarquons la pr�esene d'̂�les de partiules partiuli�erement stables dont l'in-die de di�usion est od�e en bleu, vers I ' 20Æ, I ' 32Æ et I ' 37Æ. Nous n'avons pasatteint la limite de la zone de stabilit�e dans la diretion des inlinaisons. D'autre travaux[DLS08℄ ont montr�e que les troyens de Neptune peuvent atteindre de plus hautes inli-naisons (0 < I < 70) . Notre but n'est pas de faire une �etude exhaustive des troyens deNeptune, mais plutôt d'y montrer l'inuene de la Famille II. Pour �eonomiser du tempsde alul, nous avons limit�e notre �etude �a des troyens v�eri�ant I < I4 + 40.Ces artes de di�usion semblent toutes les trois poss�eder un axe de sym�etrie prohede la droite d'�equation a = 30:24 UA. Il ne faut pas prendre en ompte les points rougesqui apparaissents au voisinage de ette droite. Ils orrespondent �a des partiules dont lafr�equene de libration n'apparâ�t pas parmi les 5 premiers termes du d�eveloppement enfr�equenes et dont nous n'avons don pas pu d�eterminer l'indie de di�usion. N�eanmoins,es points sont peu nombreux et ne gênent pas notre analyse. L'axe de sym�etrie prohe dela droite d'�equation a = 30:24 s�epare l'espae des onditions initiales De en deux partiesque nous notons Dge et Dde respetivement pour la partie gauhe (a < 30:24) et la partiedoite (a > 30:24). Les images de es domaines de onditions initiales par l'appliationfr�equene, que nous notons �0e = F(Dde) et �00e = F(Dge), sont tr�es prohes l'une del'autre. Cei est dû au fait que, de part et d'autre de et axe de sym�etrie, il existe despartiules ayant les mêmes fr�equenes propres. Nous nous ontenterons don d'�etudier �0e129



Fig. 32 { Cartes de di�usion issues de l'int�egration des domaines : D0 (en haut �a gauhe), D0:02 (enhaut �a droite), et D0:02 (en bas), sur deux tranhes de 20 Ma. Les ouleurs odent l'indie de di�usionndif d�e�ni au paragraphe 6.1. Les lettres par ordre alphab�etique de a �a k nous servirons �a loaliser desr�esonanes dans le texte. 130



et Dde , e qui nous permettra de mieux omprendre la orrespondane entre l'espae desonditions initiales et l'espae des fr�equenes des troyens.Sur la �gure �g.33, nous repr�esentons les projetions de l'espae des fr�equenes �00 surles plans (g; �) et (s; �), respetivement �a gauhe et �a droite. Ces espaes de fr�equenesressemblent �a des pyramides d�eform�ees dont le sommet repr�esente les fr�equenes des par-tiules du entre de la zone de stabilit�e (a; I) ' (30:24; I4). Le maillage de onditionsinitiales Dg0 est plus �n dans la diretion des demi-grands axes que dans la diretion desinlinaisons ; 'est pourquoi les fr�equenes s'aumulent sur des ourbes orrespondant �aune même valeur de l'inlinaison. Les valeurs roissantes du demi-grand axe sont indiqu�eespar la �ehe (a). Lorsque I augmente, ette ourbe se d�eale dans la diretion indiqu�ee parla �ehe (I). La forme globale de es projetions de l'espae des fr�equenes ressemblent �aelles des troyens de Saturne repr�esent�ees sur les �gures �g.21 et �g.23. Il en r�esulte queles r�esonanes des familles II et III apparaissent sur les artes de di�usion du domaineDde , de fa�on tr�es similaire �a elles d�erites par les sh�emas de la �gure �g.22. Cependant,sur la �gure de gauhe de la �gure �g33, il apparâ�t que l'espaement entre les ourbesdes fr�equenes orrespondant �a une même valeur initiale de l'inlinaison, varie signi�a-tivement vers g ' 1:94. Cette d�eformation de l'espae des fr�equenes est �a rapproherde elle des troyens de Saturne prohe de la RMM 2 : 5 Jupiter-Saturne repr�esent�es surla �gure �g.31. Ii, la proximit�e de la RMM 1 : 2 Uranus-Neptune omplique la dyna-mique des troyens de Neptune, modi�ant l'allure globale de leur espae des fr�equenes.Cette d�eformation est aussi visible sur le domaine (s; �) o�u un reux apparâ�t sur le bordgauhe de la pyramide vers s ' �0:7. Cei modi�e l'allure des r�esonanes dans l'espaedes onditions initiales, au voisinage du entre de la zone de stabilit�e.D'apr�es les valeurs des moyens mouvents n3 et n4 donn�ees par les expressions (6.1),le ouple de plan�etes Uranus-Neptune est tr�es prohe de la RMM 1 : 2. En reprenant lesnotations du paragraphe 3.2, on a �1;23;4 = n3 � 2n4 ' �305:87. La fr�equene ��1;23;4 estprohe de 2�tot0 , par ons�equent la dynamique des troyens devrait être perturb�ee par des�el�ements de la Famille II assoi�es �a (i; q) = (�1; 2) dans l'�equation (3.6).Sur les deux parties de la �gure �g.33, nous remarquons des aumulations defr�equenes autour de droites horizontales, qui sont r�ev�elatries de l'inuene de la FamilleII. Sur la partie gauhe de la �gure �g.33, nous avons tra�e trois droites horizontales, ayantpour �equation de bas en haut � = (2n4�n3+ s2� 2g1+ s3� s4)=2, � = (2n4�n3� g2)=2,� = (2n4� n3+ s4+ s3� 3g1)=2. La deuxi�eme de es droites, met en �evidene la pr�esenede la r�esonane de la Famille II d'equation � = (2n4 � n3 � g2)=2. Cette r�esonane esttr�es lairement identi�able. Les onditions initiales des partiules qui sont dans etter�esonane, orrespondent �a une zone bleue loalis�ee par la lettre g sur la �gure en haut�a droite de la �gure �g.32. Elles s'alignent sur une portion de parabole tourn�ee vers lebas et intersetant l'axe des demi-grands axes. La portion de ette parabole appartenant�a Dd0, est tr�es similaire �a la ourbe 3 du sh�ema de droite de la �g.22, e qui on�rmela similitude entre les r�esonanes des troyens de Saturne et de Neptune que nous avonsmentionn�ee i-dessus. Contrairement aux troyens de Jupiter et de Saturne, que la FamilleII d�estabilise tellement qu'on a eu du mal �a l'identi�er autrement que par les launes131



qu'elles reusent dans leur zone de stabilit�e. Dans les troyens de Neptune, la r�esonane� = (2n4�n3�g2)=2 est suÆsamment large pour qu'une zone plus stable apparaisse en sonentre. Sur la �gure �g.32, on voit que l'�epaisseur de ette r�esonane diminue lorsque l'in-linaison augmente. e qui la fait ressembler �a deux ornes se rejoignant en leur sommet,sym�etriques par rapport �a l'axe s�eparant Dd0 et Dg0. Bon nombre des partiules qui sontdans ette r�esonane ont un indie de di�usion de l'ordre de 10�5, e qui indique que leurstrajetoires sont parmi les plus stables de ette zone de stabilit�e. Cei est nuan�e par lefait que l'indie de di�usion ndif mesure les variations de la fr�equene de libration � ; or lespartiules de ette r�esonanes v�eri�ent justement une relation du type � = te, il est donpossible que es partiules di�usent le long de ette r�esonane sans que l'on mesure etteinstabilit�e. Il serait don int�eressant d'�etudier le mouvement de partiules appartenant auentre de es r�esonanes pour v�eri�er e point. De plus, es partiules sont sûrement debonnes andidates pour d�eteter les librations de l'angle �� = 2� � 2�4 + �3 +$2, ave� l'angle r�esonant des oordonn�ees angles ations assoi�ees �a la RMM 1 : 1 d'un troyen.L'observation de es librations nous permettrait de mesurer la p�eriode de libration de ��.Par ontre, la proximit�e des s�eparatries de ette r�esonane g�en�ere du haos, e qui estr�ev�el�e par la pr�esene de partiules dont l'indie de di�usion est od�e en rouge sur lesbords de ette r�esonane. Lors de la migration plan�etaire, des r�esonanes de la FamilleII balayent l'essaim des troyens. Les troyens de Neptune sont don sûrement d�estabilis�esquand les s�eparatries des r�esonanes de la Famille II se rapprohent, e qui expliquel'e�et d�estabilisateur de es r�esonanes mis en valeur par Kortenkamp et al. dans leurartile [KMM03℄. N�eanmoins, es �gures mettent en valeur le fait que les r�esonanes de laFamille II d�estabilisent beauoup moins les troyens de Neptune qu'elles ne d�estabilisentles troyens de Jupiter et Saturne. C'est sûrement une des raisons pour laquelle des troyensde Neptune ont pu survivre �a la migration plan�etaire, alors que de nombreux �el�ements dela Famille II assoi�es �a la RMM 1 : 2 Uranus-Neptune les ont perturb�es vers la �n de lamigration.Lorsque l'exentriit�e augmente, la largeur des r�esonanes s�eulaires impliquant lafr�equene g augmente. Ces r�esonanes et les �el�ements de la Famille II se reouvrent,g�en�erant plus d'instabilit�e. En e�et, sur la �gure repr�esentant la arte de di�usion deD0:02, les partiules qui sont dans ette r�esonane apparaissent au même endroit, maisleur indie de di�usion augmente. Sur la arte de di�usion de D0:04, ette r�esonane de laFamille II apparâ�t pour les mêmes valeurs de a et I que sur les deux �gures pr�e�edentes.Les partiules qui subissent l'inuene de ette r�esonane sont moins stables, ertainessont mêmes �ejet�ees de la RMM 1 : 1. Cette instabilit�e est g�en�er�ee par le reouvrementde ette r�esonane et de r�esonanes s�eulaires qui sont plus diÆiles �a identi�er.Plus prohe du entre de la zone de stabilit�e, une autre paire de ornes plus petitesapparâ�t, loalis�ee par la lettre h sur la �gure �g.32. Les fr�equenes de es partiules sontprohes de la droite d'�equation � = (2n4 � n3 + s4 + s3 � 3g1)=2 ' 144:72, repr�esent�eesur la �gure �g.33. Cei indique la pr�esene d'autres �el�ements de la Famille II assoi�esaux mêmes valeurs de (�; �; i; q) dans l'�equation (3.6) que la pr�e�edente. Tr�es prohe duentre de la zone de stabilit�e, une autre r�esonane de la Famille II est visible, nous l'avons132



d�esign�ee par la lettre i sur la �gure �g.32.

Fig. 33 { A gauhe et �a droite apparaissent respetivement les projetions de �00 sur les plans (g; �)et (s; �). Sur la �gure de gauhe nous avons ajout�e trois portions de droites qui ont pour �equations, debas en haut : � = (2n4 � n3 + s2 � 2g1 + s3 � s4)=2 ' 134:37, � = (2n4 � n3 � g2)=2 ' 138:82, et� = (2n4 � n3 + s4 + s3 � 3g1)=2 ' 144:72.Une autre aumulation de fr�equenes apparâ�t prohe de la droite horizontaled'�equation � = 122:35. Or, dans la situation atuelle, �2=5(n3�2n4) ' �122:35. Ces par-tiules subissent don l'inuene de r�esonanes de la Famille II assoi�ee �a � ' �2=5�1;23;4 .Etant donn�e la pr�esene de tr�es petites fr�equenes omme g, s, g3, g4, s3, et s4, il estdiÆile d'identi�er ave ertitude es r�esonanes. La r�esonane qui a le plus d'inuenesemble être � = 2=5(2n4 � n3 � s), e qui est oh�erent ave le fait que l'inlinaison ini-tiale de es partiules soit grande. Sur les artes de di�usion de la �gure �g.32, l'e�etde ette r�esonane apparâ�t prohe du bord de la zone de stabilit�e, au voisinage d'uneportion de parabole tourn�ee vers le bas d�esign�ee par la lettre j. Cette r�esonane ontribue�a d�estabiliser les partiules sur le bord de la zone de stabilit�e. D'autres r�esonanes dela Famille II semblent avoir un rôle semblable dans la zone d�esign�ee par la lettre k, ilpourrait s'agir entre autre, de la r�esonane � = (2n4�n3+ s2�2g1+ s3� s4)=2 ' 134:37,mais elle n'apparâ�t pas tr�es lairement dans l'espae des fr�equenes des troyens et enraison de son ordre �elev�e, nous n'en sommes pas onvainus.Notons (�L4 ; gL4; sL4) ' (147:4; 2:066;�0:68), es fr�equenes sont elles des sommetsdes pyramides repr�esentant les projetions de �0e visibles sur la �gure �g.33. Par analogieave les troyens de Saturne, la forme des r�esonanes s�eulaires du type g = te et s = te,dans l'espae des onditions initiales, d�epend de la position de es fr�equenes par rapport133



�a gL4 et sL4 . Plus pr�eis�ement, soit C une fr�equene onstante, les r�esonanes s�eulaires dutype s = C ont des allures distintes sur les artes de di�usion �g.32, selon que C < sL4ou que C > sL4 . Dans le as o�u C < sL4, les onditions initiales des partiules de Dd0v�eri�ant s = C, se regroupent autour d'une ourbe semblable aux ourbes 1 et 2 dush�ema de gauhe de la �gure �g.22. Cependant, quand C est prohe de sL4, es ourbessont d�eform�ees par la proximit�e de la RMM 1 : 2 Uranus-Neptune.C'est le as de la r�esonane s = s4 ' �0:6917, ar s4 < sL4 . Son e�et est visible dansle domaine (s; �) de la �gure �g.33, l�eg�erement �a gauhe de la droite d'�equation s = sL4passant par le sommet de la pyramide. Nous l'avons loalis�ee sur la �gure �g.32 par lalettre b. N�eanmoins, en raison de la d�eformation de l'espae des fr�equenes aus�e par laproximit�e de la RMM 1 : 2 Uranus-Neptune, la forme de ette r�esonane dans l'espaedes onditions initiales n'est pas exatement elle sh�ematis�ee par la �gure �g.32. Plus onse rapprohe du entre de la zone de stabilit�e et plus ette d�eformation est importante.Si C < sL4 , les partiules de Dd0 dont les fr�equenes v�eri�ent s = C se regroupent surune portion de parabole semblable aux ourbes 3 et 4 du sh�ema de gauhe de la �gure�g.22. Cette analyse est aussi valable pour les r�esonanes du type g = te, de même quepour les troyens de Neptune. Etant donn�e que g et s sont tr�es prohes, des r�esonanesimpliquant �a la fois g et s sont aussi possibles. En partiulier, nous avons identi��e lapr�esene de la r�esonane s+ g = 2g4, que nous avons loalis�ee sur la arte de di�usion deDd0 par la lettre a, sa forme ressemble �a elle du type s = C < sL4 . Lorsque ette r�esonanes�eulaire se rapprohe de la Famille II, le reouvrement entre es deux r�esonanes g�en�eredu haos et d�estabilise plus les partiules. C'est e qui apparâ�t sur la �gure �g.32, o�ul'indie des partiules qui sont prohes des r�esonanes d�esign�ees par les lettres g et aapparâ�t od�e en rouge.D'autres r�esonanes s�eulaires apparaissent, nous les avons d�esign�ees sur la �gure�g.32 par les lettres , d, e,f . Elles ont des formes tr�es semblables �a elles de r�esonanesdu type s = C < sL4 et g = C < gL4 . N�eanmoins, es r�esonanes ne sont pas lairementidenti�ables dans l'espae des fr�equenes �e. De plus, la pr�esene d'un grand nombrede petites fr�equenes s�eulaires du même ordre de grandeur que g et s, omplique leuridenti�ation. Nous n'avons pas jug�e int�eressant de onsarer �a e travail un temps quipourrait se r�ev�eler d�eraisonnablement long ompar�e �a l'int�erêt du r�esultat esompt�e.Comme dans le as des troyens de Saturne, les familles de r�esonane ayant un rôleimportant dans la dynamique des troyens de Neptune sont les familles II et III. Il en vasûrement de même, lors de la migration plan�etaire. Compar�e au mod�ele ave lequel nousavons �etudi�e les troyens de Saturne, le nombre de degr�es a onsid�erablement augment�e,e qui omplique l'identi�ation des r�esonanes s�eulaires. Nous avons mis en �evidenel'inuene de la Famille II sur la dynamique des troyens. Cette analyse pourrait êtreprolong�ee �a d'autres on�gurations plan�etaires. N�eanmoins, haune de es int�egrationsrequi�erent environ 20 fois plus de temps de alul que elle des troyens de Jupiter etSaturne et 'est une des raisons pour lesquelles nous n'avons pas eu le temps d'explorerplus la dynamique des troyens de Neptune. Cette analyse fera peut-être l'objet de futurstravaux. N�eanmoins, on peut d�ej�a avoir une id�ee de la mani�ere dont les r�esonanes de134



la Famille II agit sur les troyens de Neptune, par analogie ave les troyens de Saturne.Dans le hapitre pr�e�edent, nous avons analys�e le passage des r�esonanes de la Famille IIdans les troyens de Saturne, lorsque Jupiter-Saturne se rapprohe de la RMM 2 : 5. Tr�essimilairement, lorsque le ouple de plan�etes Uranus-Neptune se rapprohe de la RMM1 : 2, les r�esonanes de la Famille II assoi�ees �a � ' �1=2�1;23;4 ballayent le domaine Dedes troyens de Neptune, du entre vers l'ext�erieur. Elles �nissent par sortir de l'espaedes fr�equenes des troyens. Puis, lorsqu'on ontinue �a se rapproher de la RMM 1 : 2,les r�esonanes du type � ' ��1;23;4 vont ommener �a faire leur apparition dans �e. Maisen raison du sens de migration globale des plan�etes, il est peu vraisemblable qu'unetelle situation ait �et�e renontr�ee lors de la migration plan�etaire. Pour avoir une id�eer�ealiste de l'�evolution d'Uranus et Neptune vers la �n de leur migration plan�etaire, ilfaut don imaginer que es plan�etes se rapprohent de la RMM 1 : 2 et �nissent pars'arrêter dans la on�guration atuelle. Les r�esonanes de la Famille II qui ont travers�el'essaim des troyens de Neptune sont don elles assoi�ees �a � ' q=i�1;23;4 ave (q; i) 2f(�1; 3); (�1; 4); (�1; 5); :::g. C'est e�etivement e qu'ont observ�e Kortenkamp et al. dansleur artile [KMM03℄. Les r�esonanes de la Famille II pr�esentes dans la on�gurationatuelle, sont don elles qui apparaissent dans les troyens de Neptune ave l'ordre leplus petit. Il est don probable que e soient elles qui d�estabilisent le plus les troyensde Neptune. Or, omme nous avons pu le voir, leur e�et est beauoup moins fort queelui observ�e sur les troyens de Jupiter et Saturne. Cei provient sans doute, d'une part,de l'�eloignement de es plan�etes et, d'autre part, de leurs plus faibles masses. Lors deleur migration, les troyens de Neptune sont don beauoup moins d�estabilis�es que lestroyens de Saturne. Cei pourrait expliquer en partie, que des troyens de Neptune aientpu survivre �a la migration plan�etaire, malgr�e le fait que les plan�etes Uranus et Neptunesoient aussi prohes de la RMM 1 : 2. N�eanmoins l'�evolution des r�esonanes s�eulairesjouent aussi un rôle important dans la dynamique de troyens de Neptune. De plus, selonle mod�ele de Nie, lors de la migration plan�etaire, l'exentriit�e de Neptune a onnu desvariations importantes avant de d�erô�tre vers sa valeur atuelle [LMV+08℄. Il faudraitdon �etudier de mani�ere plus pr�eise l'�evolution des troyens de Neptune dans le adre dela migration plan�etaire, en prenant en ompte es rat�eristiques.
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ConlusionDans le PTCR, les points de Lagrange �equilat�eraux L4 et L5, sont des points �xeslin�eairement stables. Lorsqu'on ajoute d'autres plan�etes que elle h�ebergeant les troyens,es points �xes disparaissent. On peut don se demander e que deviennent es strutures.Dans le probl�eme s�eulaire �a N-orps restreint (N > 3), ave des plan�etes en mouvementirulaire uniforme, nous avons montr�e que, si les masses des plan�etes perturbatries ( � )sont suÆsamment petites, des points �xes se substituent �a L4 et L5. Ces points �xes quenous avons not�e L4(�) et L5(�), ne sont plus les points �equilat�eraux, mais s'en �eartentd'une quantit�e qui est en O(�). Nous avons donn�e des expressions analytiques simplesestimant es translations. Dans ette approximation, les plan�etes perturbatries qui sontplus prohes de l'�etoile que la plan�ete h�ebergeant les troyens, a�etent plus la positiondes points �xes, que les plan�etes qui en sont plus �eloign�ees. Cette propri�et�e explique enpartie que le entre de la zone de stabilit�e des troyens de Neptune, soit plus �eloign�e de sespoints �equilat�eraux que eux des autres plan�etes g�eantes. Alors qu'au ontraire, le entrede la zone de stabilit�e des troyens de Jupiter, est plus prohe de ses points �equilat�erauxque eux des autres plan�etes g�eantes.Dans le probl�eme non s�eulaire, un th�eor�eme �elabor�e par A. Jorba et C. Simo [JS96℄,assure que si les masses des plan�etes perturbatives sont suÆsamment petites et sousertaines hypoth�eses de non r�esonane et de non d�eg�eneresene de l'hamiltonien, des or-bites quasi-p�eriodiques dont les fr�equenes propres sont elles des plan�etes, se substituentaux points �xes L4 et L5. De plus, es orbites quasi-p�eriodiques tendent vers les points�equilat�eraux lorsque les masses des plan�etes perturbatives tendent vers z�ero. Sous l'e�etd'une petite perturbation quasi-p�eriodique, les points �xes L4 et L5 deviennent des orbitesquasi-p�eriodiques osillant autour des points �xes L4(�) et L5(�) du probl�eme s�eulaire.L'appliation du th�eor�eme de Floquet permet d'approximer es orbites si le nombrede degr�es de libert�e du syst�eme est petit. Or, lorsque le nombre de plan�etes augmente,le nombre de degr�es de libert�e augmente rapidement, ompliquant onsid�erablementle probl�eme. C'est pourquoi la reherhe de es orbites, aux voisinages des points�equilat�eraux des plan�etes de notre syst�eme solaire, n'a pas enore abouti. On ne saitmême pas si de telles strutures existent. Il existe n�eanmoins des travaux qui r�epondent�a ette question dans le adre de probl�emes simpli��es. Dans sa th�ese [Gab03℄, F. Gaberna alul�e es orbites quasi-p�eriodiques pour des syst�emes ontenant au plus 3 fr�equenesde for�age. Au d�ebut de ma th�ese, nous avons travaill�e sur e point par des m�ethodespurement analytiques. Ce travail n'a pas eu de su�es. R�eemment, Philippe Robutel a eu137



l'id�ee d'un algorithme, qui onverge dans ertains as, en quelques it�erations vers es or-bites (quand elles existent). Par exemple, dans le mod�ele bi-irulaire Jupiter-Saturne, etalgorithme onverge vers une orbite quasi-p�eriodique se substituant �a L4, qui ne d�ependque des fr�equenes n1 et n2 de Jupiter et Saturne. En d�eomposant le demi-grand axe deette orbite en s�eries des fr�equenes de n1 et n2, nous avons pu onstater que le termeonstant de ette s�erie est tr�es prohe du demi-grand axe de L4(�) alul�e analytiquement.Ce qui on�rme notre analyse.Au voisinage des orbites quasi-p�eriodiques se substituant aux points �equilat�eraux, lestrajetoires des partiules sans masse d�ependent de trois fr�equenes suppl�ementaires, �,g, s, qui sont les fr�equenes propres des troyens. Au d�ebut de ma th�ese, nous esp�erionsonstruire une forme normale au voisinage de ette orbite quasi-p�eriodique. Ce qui nousaurait permis en quelque sorte de < d�etordre > l'espae des fr�equenes des troyens. Detoute fa�on, le domaine de onvergene de ette forme normale aurait �et�e limit�e par lapr�esene de r�esonanes impliquant les fr�equenes propres des troyens. Mais les variablesangles-ations de ette forme normale auraient �et�e de bonnes variables, dans lesquellesnous omptions �etudier num�eriquement es r�esonanes. Malheureusement nous avons dûnous rendre �a l'�evidene que e projet �etait trop ambitieux pour être r�ealis�e dans le adrede ma th�ese. De plus, la pr�esene prohe du entre de la zone de stabilit�e des troyens,d'une d�eg�en�eresene de l'appliation fr�equene, on�ne le domaine de la zone de stabilit�esur lequel nous pouvons esp�erer r�eussir �a < d�etordre > l'espae des fr�equenes des troyens.Dans la suite de notre travail, nous nous sommes don ontent�es de travailler ave desvariable elliptiques, qui sont tout de même plus prohes des variables angles-ations queles variables art�esiennes.A�n de donner une vision globale du r�eseau de r�esonanes agissant sur les troyens, nousavons lass�e les r�esonanes agissant sur une population de troyens, en 4 grandes familles.Cette lassi�ation est en fait une g�en�eralisation de l'analyse faite par P. Robutel et F.Gabern dans l'artile [RG06℄. La Famille I apparâ�t lorsque la fr�equene de libration �des troyens, et le moyen mouvement de la plan�ete les h�ebergeant (la p-i�eme plan�ete) sontommensurables. La pr�esene de ette famille dans l'essaim des troyens d�epend prinipa-lement de la masse de la p-i�eme plan�ete, et non de la on�guration du syst�eme plan�etaire.La Famille III est onstitu�ee des r�esonanes s�eulaires. Au paragraphe 5.3, nous avonsdonn�e des m�ethodes permettant de pr�edire pour quelles on�gurations plan�etaires, lesr�esonanes de ette famille apparaissent. De mani�ere assez g�en�erale, lorsque la masse dela p-i�eme plan�ete diminue, la fr�equene g des troyens diminue �egalement, se rapprohantdes fr�equenes s�eulaires des plan�etes, e qui augmente les possibilit�es de ommensura-bilit�e entre g et les autres fr�equenes s�eulaires du syst�eme. Les familles II et IV sont�etroitement li�ees aux RMM plan�etaires. Prohe d'une RMM � : � entre la p-i�eme et laj-i�eme plan�ete, la fr�equene �p;j�;� = �np � �nj, est de l'ordre de grandeur des fr�equeness�eulaires plan�etaires. Lorsque les plan�etes p et j s'�eloignent de la RMM, j�p;j�;�j augmente.Prohe des RMM, lorsque j�p;j�;�j ' O(mp), les fr�equenes g et �p;j�;� sont ommensurables,et la Famille IV apparâ�t alors dans l'espae des fr�equenes des troyens. Plus loin de laRMM � : �, quand j�p;j�;�j ' O(pmp), les fr�equenes � et �p;j�;� deviennent ommensu-138



rables, e qui fait apparâ�tre la Famille II. Lorsque mp diminue, les fr�equenes g et � destroyens diminuent �egalement. En ons�equene, les familles IV et II apparaissent pour deson�gurations plan�etaires qui se rapprohent des RMM. Lorsque es familles sont tropprohes de RMM, leur e�et se noie dans elui des RMM. Il en r�esulte que si la FamilleIV a un rôle important sur la dynamique des troyens de Jupiter, elle n'apparâ�t pas dansla dynamique des troyens de Saturne. A fortiori, la Famille IV n'agit don pas sur lestroyens d'une plan�ete ayant une masse inf�erieure �a elle de Saturne. La Famille II joueun rôle important dans la dynamique des troyens des plan�etes externes de notre syst�emesolaire. La mise en plae d'un mod�ele analytique mod�elisant l'�evolution des fr�equenesplan�etaires aux voisinages des RMM, permettrait de donner des expressions analytiques,estimant �a quelles distanes des RMM, les r�esonanes des familles II et IV entrent enation. Il serait alors sans doute possible de donner les intervalles de valeurs de mp, pourlesquels les familles II et IV agissent sur les troyens.Nous avons utilis�e ette analyse des 4 familles de r�esonanes a�n de pr�edire quelles sontles r�esonanes qui perturbent la dynamique des troyens lors de la migration plan�etaire.Il est fort probable que la apture ou l'�ejetion de troyens dans la RMM 1 : 1 ave la p-i�eme plan�ete, passe par des renontres prohes ave ette plan�ete. Or, les r�esonanes quid�estabilisent fortement les troyens, favorisent les �ehanges de partiules entre les troyens etdes partiules qui sont prohes de l'orbite de la plan�ete h�ebergeant les troyens. Si l'on veutomprendre es �ehanges de partiules, il est don essentiel de onnâ�tre les r�esonanes quiont un impat important sur la dynamique des troyens, et d'être en mesure de pr�edire pourquelles on�gurations plan�etaires elles apparaissent. Nous avons �elabor�e des m�ethodes quipermettent de faire es pr�editions. L'�evolution de la quantit�e de troyens pi�eg�es dans laRMM 1 : 1 ave la p-i�eme plan�ete au ours de la migration plan�etaire d�epend de nombreuxparam�etres : des positions des plan�etes, de leurs vitesses de migration, et de la densit�ed'ast�ero��des au voisinage de l'aire balay�ee par la pi�eme plan�ete. Ces nombreux param�etresd�ependent du mod�ele de migration hoisi, et bien que l'on ait fait de grand progr�es danse domaine es derni�eres ann�ees, il y a beauoup trop d'inonnues pour que l'on puissearriver �a un mod�ele unique.N�eanmoins, les di��erenes apparaissant dans l'evolution des troyens de Jupiter et deSaturne, permettent de donner des indies expliquant la pr�esene ou l'absene de troyens �ala �n de la migration plan�etaire. Les plan�eto��des sont le moteur de la migration plan�etaire,et plus les plan�etes se rapprohent de la on�guration atuelle, plus la densit�e d'ast�ero��deset de plan�eto��des diminue aux voisinages des trajetoires des plan�etes. Il est don probableque le passage d'une r�esonane g�en�erant une forte instabilit�e aux voisinages des points�equilat�eraux, permette de apturer des troyens si elle survient relativement tôt dans leproessus de migration plan�etaire, quand la densit�e d'ast�ero��des est enore grande. Parontre, si ette instabilit�e apparâ�t vers la �n de la migration, il est probable que les troyenssoient �ejet�es de la RMM 1 : 1, sans que d'autres puissent être aptur�es. L'absene der�esonanes g�en�erant une instabilit�e forte sur les troyens �a la �n de la migration plan�etaire,semble don être une ondition n�eessaire pour qu'une population de troyens puisse sur-vivre. Dans le as des troyens de Jupiter, 'est justement vers la �n de la migration que le139



taux d'�ejetion est le plus faible, e qui explique qu'autant d'ast�ero��des se soient mainte-nus dans la RMM 1 : 1 ave Jupiter. Pour les troyens de Saturne, par ontre, la situationest radialement di��erente. Nous avons trouv�e de nombreuses on�gurations plan�etairespour lesquelles une large zone de stabilit�e se d�eploie autour des points �equilat�eraux deSaturne. Il est don probable qu'une population importante de troyens de Saturne aitexist�e avant la �n de la migration plan�etaire. Mais vers la �n de la migration plan�etaire,ils furent fortement d�estabilis�es par des �el�ements de la Famille II assoi�es �a la RMM 2 : 5Jupiter-Saturne. L'inuene de es sous-familles de la Famille II a dû �ejeter les �eventuelstroyens de Saturne, sans permettre d'en pi�eger de nouveaux. Il est don probable que lestroyens de Saturne aient d�esert�e ette r�egion du syst�eme solaire avant la �n de la migrationplan�etaire. Une �etude plus pr�eise, ave un int�egrateur tol�erant les renontres prohes, etmod�elisant la migration plan�etaire au voisinage des on�gurations pour lesquelles appa-raissent es sous-familles de r�esonanes, permettrait de omprendre vers quelles r�egionsdu syst�eme solaire se sont �ehap�es les ex-troyens de Saturne. En�n, vers la �n de la mi-gration plan�etaire, les troyens de Neptune ont subi l'inuene d'�el�ements de la Famille IIassoi�es �a la RMM 1 : 2 Uranus-Neptune. N�eanmoins les troyens de Neptune semblentêtre beauoup moins a�et�es par la Famille II que les troyens de Jupiter et Saturne. C'estpeut-être une des raisons pour laquelle des troyens de Neptune ont pu survivre �a ettephase de l'histoire du syst�eme solaire. N�eanmoins l'�evolution des r�esonanes s�eulairesjouent aussi un rôle important dans la dynamique de troyens de Neptune. De plus, selonle mod�ele de Nie, lors de la migration plan�etaire, l'exentriit�e de Neptune a onnu desvariations importantes avant de d�erô�tre vers sa valeur atuelle [LMV+08℄. Il faudraitdon �etudier de mani�ere plus pr�eise l'�evolution des troyens de Neptune dans le adre dela migration plan�etaire, en prenant en ompte es rat�eristiques. Cette �etude m�eriteraitd'être approfondie en utilisant les m�ethodes d'analyse que nous avons d�evelopp�ees.
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