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Un r�eve de classicisme enveloppe Jupiter � en la �xant au t�elescope� monsieur Palomar
reste en attente d�une transformation olympienne� Mais il n�arrive pas 	a garder une image
nette 
 il doit clore un instant les paupi	eres� laisser sa pupille �eblouie retrouver une perception
pr�ecise des contours� des couleurs� des ombres� mais aussi laisser son imagination se d�epouiller
de v�etements qui ne sont pas les siens� et renoncer 	a �etaler un savoir livresque�

Palomar� Italo Calvino
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R�esum�e 

Depuis la �n des ann�ees ��� des �etudes num�eriques ont mis en �evidence des mouvements

chaotiques dans les trajectoires des plan	etes du syst	eme solaire� en particulier d�un temps
caract�eristique de sensibilit�e aux conditions initiales de � millions d�ann�ees� Cela implique
l�impossibilit�e de pr�edire sur une dur�ee de ��� millions d�ann�ees le mouvement des plan	etes�
cellesci pouvant aller� apr	es une telle dur�ee� jusqu�	a rentrer en collision� Toutefois� pour le
syst	eme des plan	etes ext�erieures seules� ces �etudes num�eriques ont constat�e que ce comporte
ment chaotique n�a qu�un e�et tr	es faible� pendant la dur�ee de vie du syst	eme solaire� Le but de
cette th	ese est de d�emontrer certains r�esultats de stabilit�e pour des soussyst	emes du syst	eme
solaire dont les �etudes num�eriques ont montr�e le grande stabilit�e e�ective� On met en place des
m�ethodes d�analyse de la stabilit�e des trajectoires� valables pour des syst	emes plan�etaires 	a n
corps assez g�en�eraux� On fait appel 	a des techniques classiques 
 expression des �equations du
mouvement dans des variables li�ees aux �el�ements elliptiques� moyennisation et m�ethodes de
perturbation �construction 	a un ordre �elev�e d�une forme normale de Birkho��� Du fait d�une
d�eg�en�erescence du probl	eme s�eculaire� on montre que la construction de cette forme normale
n�est pas r�ealisable en g�en�eral� Pour r�esoudre ce probl	eme� on donne une nouvelle mani	ere
de r�eduire partiellement le probl	eme plan�etaire de n corps par le biais de l�int�egrale du mo
ment cin�etique� Finalement� on r�ealise l��etude pratique d�un syst	eme approchant la r�ealit�e 

le probl	eme de trois corps �Soleil� Jupiter et Saturne� s�eculaire 	a l�ordre un du rapport des
masses� On d�emontre un r�esultat de stabilit�e 
 les trajectoires restent proches d�un tore donn�e
de l�espace des phases pendant une dur�ee sup�erieure 	a � milliards d�ann�ees et proches d�une
solution quasip�eriodique donn�ee pendant ��� millions d�ann�ees�

Abstract 

Since the end of the ���s� numerical studies have displayed the appearance of chaotic

motion in the trajectories of the planets of our solar system� more precisely of a caracteristical
time of sensibility to initial conditions of about � million years� This implies the impossibility
to foresee the motion of the planets over ��� million years� In such a duration� the planets can
even collide� Nevertheless� for the system of outer planets only� these numerical studies have
displayed that the chaotic behaviour has very little e�ect during the time of the solar system
life� The aim of this thesis is to prove some results of stability for subsystems of the solar
system which numerical study has shown e�ective stability� We develop analytical methods
to study the stability of the trajectories� that can be used for a general planetary system�
We used classical tools 
 expression of the equations of motion by means of variables linked
to the elliptical elements� secularisation� perturbation methods �construction of a Birkho�
normal form at a high degree�� A precise study of the constructibility of such a normal form
is achieved 
 owing to a degeneracy of the secular problem� we show that this construction
cannot be done in general� To solve this problem� we give a new way to reduce partially
the nbody planetary problem using the angular momentum integral� Finaly� we apply these
methods to a system close to reality 
 the �body problem �Sun� Jupiter and Saturn�� secular
at order one of the mass ratio� We prove a result of stability 
 the trajectories stay close to
a given torus of the phase space for more than � milliard years and close to a quasiperiodic
solution for about ��� million years�
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Introduction

Depuis les ann�ees ��� ��� la m�ecanique c�eleste s�est enrichie d�un nouvel outil puissant�
l�informatique� Ainsi� ce qui �etait autrefois impossible� l�estimation pratique du comportement
	a long terme du mouvement des plan	etes� par des int�egrations num�eriques� a mis en �evidence
des ph�enom	enes nouveaux� D�autre part� cet outil a permis de d�evelopper les s�eries perturba
tives en jeu 	a un ordre beaucoup plus �elev�e� permettant de mettre en oeuvre des m�ethodes
analytiques beaucoup plus pr�ecises�

En ����� G� Sussman et J� Wisdom ont mis en relief� gr�ace 	a des int�egrations num�eriques
	a long terme� le comportement chaotique de Pluton �Sussman et Wisdom� ����� et en �����
J� Laskar celui des plan	etes int�erieures du syst	eme solaire �Laskar� ����a�� En particulier ils
r�ev	elent la sensibilit�e des trajectoires aux conditions initiales sur des temps de l�ordre de ���
millions d�ann�ees� qui rendent impr�evisible la trajectoire 	a long terme des astres du syst	eme
solaire� Mais ces �etudes et celles qui les ont suivies n�ont mis en �evidence que des apparitions
tr	es faibles de chaos pour les plan	etes Jupiter et Saturne� sur des temps de l�ordre de l��age du
syst	eme solaire �� milliards d�ann�ees�� Une �etude num�erique pr�ecise des variations s�eculaires
du syst	eme SoleilJupiterSaturne par l�interm�ediaire de l�analyse en fr�equence a con�rm�e
cette r�egularit�e des trajectoires �Robutel� ������

Il restait n�eanmois 	a obtenir des r�esultats rigoureux de stabilit�e et de r�egularit�e� se basant
sur des m�ethodes analytiques� De tels r�esultats ont �et�e fournis r�ecemment par U� Locatelli
et A� Giorgilli qui� 	a l�aide d�outils de calcul formel et d�une application du th�eor	eme KAM�
ont d�emontr�e que� pour le probl	eme s�eculaire de Jupiter et Saturne 	a l�ordre deux du rapport
des masses� les trajectoires restent pieg�ees entre deux tores pour un temps in�ni �Locatelli et
Giorgilli� ������ Une autre fa�con d�aborder ces probl	emes� plus quantitative� est de d�emontrer
la stabilit�e e�ective du syst	eme� c�est	adire la stabilit�e sur un temps �ni mais tr	es long� Des
r�esultats de ce type sont obtenus en utilisant les m�ethodes d�evelopp�ees par N� Nekhoroshev�
Une �etude dans le cas d�un syst	eme plan�etaire de N corps �Niederman� ����� 	a �et�e faite
mais encore aucune application de ces m�ethodes au syst	eme solaire r�eel n�a pu �etre r�ealis�ee�
les seuils d�application de ces th�eor	emes �etant trop bas �les masses de Jupiter et Saturne
devraient �etre divis�ees par ���� environ pour obtenir des r�esultats signi�catifs�� Notre �etude
reste plus modeste et renvoit 	a la remarque faite par H� Poincar�e� dans l�introduction des
M�ethodes nouvelles de la m�ecanique c�eleste �Poincar�e� ������ Il fait remarquer que si les s�eries
employ�ees par les astronomes pour donner le mouvement des plan	etes ne convergent pas
quand le temps tend vers l�in�ni� elles sont cependant utiles sur une dur�ee �nie� En partant
de cette id�ee et du progr	es du calcul formel �en particulier la mise au point� au bureau des
longitudes� du logiciel TRIP d�edi�e 	a la manipulation des s�eries rencontr�ees en astronomie��
on peut mener 	a bien la construction de s�eries retranscrivant le mouvement 	a long terme des
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plan	etes� sur des dur�ees �nies mais de l�ordre de l��age du syst	eme solaire� Cette m�ethode fait
appel 	a des m�ethodes perturbatives classiques du type m�ethode de Lie et plus pr�ecisement de
construction d�une forme normale de Birkho� non r�esonante� Des r�esultats de majoration des
termes des s�eries rencontr�ees sont utilis�es� dans l�esprit d�articles comme celui de Giorgilli et
al� ������� On rappelle en�n qu�un historique pr�ecis de la question de la stabilit�e du syst	eme
solaire est pr�esent�e par J� Laskar dans �Laskar������ et donne une vue plus pr�ecise du contexte
global du travail pr�esent�e ici�

Le premier chapitre de cette th	ese centre l��etude� 	a l�aide d�un formalisme hamiltonien� sur
le probl	eme plan�etaire de N corps� Des m�ethodes perturbatives connues sont d�abord mises
en place� En particulier� on exprime ce probl	eme 	a l�aide de variables canoniques li�ees de
mani	ere simple aux �el�ements elliptiques des orbites des plan	etes� D�autre part� on rappelle la
construction du probl	eme s�ecularis�e 	a l�ordre un du rapport des masses qui permet d��etudier
les variations 	a long terme des excentricit�es et inclinaisons des plan	etes�

Dans le second chapitre� on rappelle la proc�edure de construction d�une forme normale de
Birkho�� base de notre m�ethode perturbative� Toutefois� on met en �evidence l�impossibilit�e�
dans le cas d�un syst	eme plan�etaire de N corps s�ecularis�e 	a l�ordre un du rapport des masses�
d�une construction non r�esonante� impossibilit�e directement li�ee 	a des r�esonances s�eculaires
qui surviennent quelles que soient les valeurs des param	etres et des conditions initiales du
probl	eme�

Le troisi	eme chapitre pr�esente une mani	ere simple de r�esoudre le probl	eme pos�e par les
r�esonances s�eculaires� Ces r�esonances �etant li�ees 	a l�invariance du moment cin�etique et en par
ticulier de sa direction� on propose une nouvelle mani	ere de r�eduire le probl	eme� une r�eduction
partielle� utilisant seulement l�invariance de la direction du moment cin�etique� Une nouvelle
m�ethode pour r�eduire le probl	eme plan�etaire de N corps en tenant compte de l�invariance du
moment cin�etique est ainsi fournie�

Si les trois premiers chapitres traitent principalement du probl	eme g�en�eral plan�etaire de
N corps� le quatri	eme chapitre aborde �nalement des questions de stabilit�e pour un probl	eme
particulier 
 le probl	eme plan�etaire SoleilJupiterSaturne �SJS�� Le choix de ce probl	eme est
important pour plusieures raisons� La premi	ere est �evidemment que ces trois corps sont les plus
massifs du syst	eme solaire� ceux dont l�in�uence est la plus forte� L��etude de leur dynamique
est un pr�ealable 	a l��etude de la dynamique totale du syst	eme solaire� Mais il y a une raison plus
fondamentale 
 les di�cult�es de l��etude d�un syst	eme plan�etaire sont du m�eme ordre pour un
syst	eme contenant � corps ou plus� Ainsi� les m�ethodes du chapitre � s�appliquent 	a un syst	eme
plan�etaire g�en�eral de N corps� Mais le calcul formel des expressions des s�eries 	a un haut degr�e�
n�ecessaire 	a la d�emonstration de r�esultats de stabilit�e� devient tr	es lourd pour plus de trois
corps et est actuellement hors de port�ee� Dans ce chapitre� on d�emontrera que� pendant une
dur�ee au moins comparable 	a l��age du syst	eme solaire� les solutions du probl	eme SJS restent
pr	es d�un tore de l�espace des phases� De plus� ces solutions restent tr	es voisines d�une solution
quasip�eriodique pendant au moins ��� millions d�ann�ees� Les estimations fournies sont assez
grossi	eres et en ra�nant les m�ethodes propos�ees� en calculant explicitement la forme normale
de Birkho� 	a un ordre plus �elev�e on devrait pouvoir augmenter cette dur�ee jusqu�a une dur�ee
de l�ordre de l��age du syst	eme solaire�
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Chapitre �

Le probl�eme plan�etaire de n � � corps

Ce chapitre� qui rappelle et commence 	a aborder des probl	emes de stabilit�e d�un syst	eme
plan�etaire de n� � corps en attraction gravitationnelle reprend des r�esultats connus� Elle est
tr	es largement inspir�ee des articles �Laskar� ����b� Laskar et Robutel� ����� qui peuvent �etre
consult�es pour plus de d�etails�

��� D�e�nition du probl�eme

Soient P�� P�� � � � � Pn� n � � corps de masses respectives m�� m�� � � � � mn en interaction
gravitationnelle et O leur barycentre� Un probl	eme plan�etaire est un probl	eme de n corps
particulier pour lequel le corps P� �le �soleil�� a une masse beaucoup plus importante que les
autres corps ��j� � � j � n�m� � mj� et tel que ces autres corps �les �plan	etes�� tournent
tous dans le m�eme sens autour de P� sur des trajectoires qui� en premi	ere approximation�
sont des ellipses peu excentriques et peu inclin�ees� C�est le cas de notre syst	eme solaire si on
ne tient pas compte de la dynamique de Pluton �dont l�orbite est fortement inclin�ee�� Ces
conditions sont� on le verra plus tard� essentielles pour d�emontrer des r�esultats de stabilit�e 	a
long terme de ces syst	emes et pour la mise en oeuvre des techniques qui vont �etre developp�ees�

Pour tout corps Pj� on d�e�nit uj � �OP j le vecteur position dans un rep	ere de R�� Dans le
r�ef�erentiel barycentrique galil�een ayant pour origine O� les �equations de Newton forment une
�equation di��erentielle d�ordre ��n � �� qui peut �etre �ecrite sous une forme hamiltonienne en
utilisant les variables canoniques �uj� uj � mj  uj�j���n et le hamiltonien

H �
�

�

nX
j��

kujk�
mj

�G
X

��j�k�n

mjmk

kuj � ukk
�����

o	u G est la constante universelle de gravitation et jjujj repr�esente la norme euclidienne du
vecteur u dans R� �la norme euclidienne sera toujours not�ee de cette fa�con� quelle que soit la
dimension de l�espace du vecteur u�� La deuxforme symplectique du probl	eme� qui donne la
forme des �equations hamiltoniennes est

� �
nX
j��

duj � duj �����
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Ce probl	eme poss	ede ��n��� degr�es de libert�e� L��etude directe de cette �equation di��erentielle
est tr	es di�cile� Pour simpli�er un peu cette �etude� on va commencer� dans ce chapitre�
par r�eduire ce probl	eme en utilisant diverses mani	eres classiques pour obtenir un probl	eme
simpli��e ayant �n degr�es de libert�e�

��� Premi�ere r�eduction� li�ee �a la quantit�e de mouve�

ment

Ce syst	eme poss	ede sept int�egrales premi	eres connues 
 le hamiltonien H repr�esentant
l��energie totale du syst	eme� les coordonn�ees de la quantit�e de mouvement et du moment
cin�etique C� On va se servir de ces int�egrales pour r�eduire le nombre de degr�es de libert�e du
syst	eme� Pour r�ealiser la r�eduction li�ee 	a l�invariance de la quantit�e de mouvement� Poincar�e a
propos�e deux syst	emes de variables tous deux d�e�nis par une application lin�eaire en fonction
des variables cart�esiennes 
 les variables canoniques h�eliocentriques et les coordonn�ees de
Jacobi �Poincar�e� ���� et aussi Laskar� ����b�� Le choix d�une r�eduction ou de l�autre d�epend
de la nature du probl	eme de n�� corps �etudi�e et dans les deux cas seules restent �n variables
dans le probl	eme r�eduit� Pour r�ealiser cette premi	ere r�eduction� li�ee 	a la conservation de
la quantit�e de mouvement� on choisit naturellement� dans le cas d�un probl	eme plan�etaire�
d�utiliser les variables canoniques h�eliocentriques �rj�rj� d�e�nies par 


�����
����
r� � u�
r� � u� � u� � � � �� un
rj � uj � u�
rj � uj� pour � � j � n

�����

On choisit donc de rep�erer les coordonn�ees de chaque plan	ete par rapport au Soleil� Comme
l�a d�eja not�e Poincar�e �Poincar�e� ���� voir aussi Laskar� ����b�� l�expression du moment
cin�etique est conserv�ee par une telle application lin�eaire et� de plus� comme on a ici r� � ��
on obtient

C �
nX
j��

uj � uj �
nX
j��

rj � rj �
nX
j��

rj � rj �����

O	u u� v repr�esente le produit vectoriel de deux vecteurs u�v de R�� Le syst	eme ne d�epend
plus que des variables �rj�rj� � � j � n� et donc poss	ede �n degr�es de libert�e� Dans le cas
o	u on veut mettre en pratique des m�ethodes perturbatives li�ees aux orbites k�epl�eriennes �voir
section ������� la r�eduction associ�ee au moment cin�etique est beaucoup plus compliqu�ee 	a
obtenir pratiquement et n�est present�ee que dans le chapitre ��

��� M�ethode de perturbation

Une des m�ethodes classiques de perturbation est de trouver des coordonn�ees canoniques
conjugu�ees �p� q� telles que le hamiltonien H du syst	eme soit exprim�e de la mani	ere suivante

H�p� q� � Hint�p� � Hpert�p� q� �����

��



o	u Hint est un hamiltonien int�egrable �ne d�ependant que des variables p� et o	u Hpert� corre
spondant 	a la perturbation� est le plus petit possible� Dans le cas d�un syst	eme plan�etaire� on
peut exprimer le hamiltonien H comme la somme d�un hamiltonien H� somme de n hamil
toniens repr�esentant n probl	emes de deux corps ind�ependants �chaque �plan	ete� de masse
�j � m�mj��m� � mj� autour d�un �soleil� de masse m� �mj� et d�un hamiltonien � H� qui
correspond 	a la partie perturbative du probl	eme� engendr�ee par les attractions mutuelles des
plan	etes� On a

H � H� � � H� �����

On d�e�nit la quantit�e � � max��j�n�mj�m��� C�est une petite quantit�e dans un syst	eme
plan�etaire� appel�ee rapport des masses et qui est donc le rapport entre la masse de la plan	ete la
plus massive du syst	eme et la masse du soleil� Dans le cas particulier du probl	eme SJS� la valeur
de ce param	etre est � � ���� ����� La perturbation du syst	eme par rapport 	a un probl	eme
k�eplerien int�egrable est mesur�ee par ce petit param	etre �� H� et H� �etant alors du m�eme ordre
de grandeur� On utilise des coordonn�ees canoniques �p� q� telles que H� ne d�epende que des
variables p 
 les coordonn�ees rectangulaires complexes de Poincar�e �!j� xj� yj� �j��i�xj ��i�yj��
Elles sont d�e�nies par les relations suivantes 
���������

��������

�j la longitude moyenne
!j � �j

p
�jaj

xj �
q

!j

r
��

q
�� e�j exp�i	j�

yj �
q

!j

rq
�� e�j��� cos Ij� exp�i"j�

�����

o	u la variable aj repr�esente la valeur du demi grand axe� ej l�excentricit�e� Ij l�inclinaison� �j la
longitude moyenne et 	j la longitude du noeud de la plan	ete num�erot�ee j� On a �j � G�m��
mj�� et �xj est le conjugu�e complexe de xj� Ces variables ont l�avantage� compar�ees aux variables
de Delaunay� de ne pas donner de singularit�e quand les inclinaisons et excentricit�es tendent
vers z�ero� Les variables xj� yj ont une valeur de l�ordre respectivement des excentricit�es et
inclinaisons qui sont des quantit�es proches de z�ero dans un probl	eme plan�etaire� On va pouvoir
alors d�evelopper le hamiltonien en une s�erie des variables xj� yj� Ces variables permettent
d�exprimer simplement le probl	eme non perturb�e car on a alors�

H� � �
nX
j��

��j�
�
j

�!�
j

�����

On obtient donc le probl	eme dans des variables canoniques qui repr�esentent les �el�ements des
ellipses k�epl�eriennes donn�ees par le hamiltonien H�� Dans les variables de Poincar�e� H� peut
�etre exprim�e comme une s�erie de la forme suivante 


H� �
X

l��l�m� �m�Nn k�Zn


l��l�m� �m�k�!��!�� � � � �!n�
nY
j��

x
lj
j �x

�lj
j y

mj

j �y
�mj

j eikj�j � �����

Le calcul de cette s�erie� tronqu�ee 	a un degr�e donn�e en les variables xj� yj� est r�ealis�e par des
proc�edures utilisant le manipulateur alg�ebrique TRIP d�evelopp�e par M�Gastineau et J�Laskar
�Laskar� ����b�� Le sch�ema de construction de H� est pr�esent�e par J� Laskar et P� Robutel
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dans l�article �Laskar et Robutel� ������ Dans les sections suivantes� on devra calculer les
coe�cients de ce hamiltonien correspondant 	a k � �� jnj � j�nj � jmj � j �mj � nH� pour trois
corps� On note� pour k � �k�� � � � � kn� � Zn� jkj �

Pn
j�� jkjj� Pour trois corps� on calculera

les fonctions 
l��l�m� �m�k explicitement en fonction des variables �!��!�� pour nH � � dans la
section ����� et on �evaluera num�eriquement ces fonctions pour les �!��!�� du probl	eme SJS
jusqu�au degr�e nH � �� �chapitre ���

La deuxforme symplectique du probl	eme a la forme standard suivante 


� �
nX

k��

#d�k � d!k � i�dxk � d�xk � dyk � d�yk�$ ������

Pour obtenir des r�esultats de stabilit�e de ce syst	eme� on va chercher 	a r�eduire la perturbation
H� pour se rapprocher d�un syst	eme int�egrable� Pour ceci� on va se concentrer sur un probl	eme
plus simple 
 l��etude des variations dites �s�eculaires� du syst	eme� Par la suite� on note � �
���� ��� � � � � �n�� ! � �!��!�� � � � �!n�� x � �x�� x�� � � � � xn� et y � �y�� y�� � � � � yn��

��	 Le moment cin�etique

L�expression des coordonn�ees du moment cin�etique est la suivante 


C �

�
B� Cx

Cy

Cz

�
CA �

nX
j��

rj � rj �
nX
j��

�j
q
�jaj��� ej��

�
B� sin Ij sin "j

� sin Ij cos "j

cos Ij

�
CA

C �

�
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Pn
j��

p
� Im�yj�

vuut!j � jxjj� � jyjj�
�

�Pn
j��

p
� Re�yi�

vuut!j � jxjj� � jyjj�
�Pn

j���!j � jxjj� � jyjj��

�
CCCCCCCCA

������

On d�e�nit alors l�int�egrale premi	ere complexe 


C� �
�Cy � iCxp

�
�

nX
j��

yj

vuut!j � jxjj� �
jyjj�

�
������

Le fait que le moment cin�etique soit une int�egrale premi	ere du syst	eme d�e�nit un plan�
orthogonal 	a C qui est un invariant du probl	eme� On choisit alors ce plan comme �etant le
plan de r�ef�erence des coordonn�ees� On a donc� dans ce plan� C� � � et on choisit le sens
de l�axe vertical �Oz� de mani	ere 	a avoir Cz 	 �� Le choix de ce plan de r�ef�erence permet�
dans le cas de trois corps de r�ealiser la r�eduction de Jacobi li�ee a l�invariance du moment
cin�etique et nous permettra� pour le cas plus g�en�eral de n corps� de r�ealiser cette r�eduction
�dans le chapitre ��� Une �etude plus pr�ecise des raisons du choix de ce plan particulier et son
importance comme plan de r�ef�erence est r�ealis�ee dans la section �������� On a alors Cz � jjCjj
et� de cette int�egrale premi	ere� on peut d�eduire que le hamiltonien est invariant par des
rotations autour de l�axe �Oz� et qu�il satisfait donc des relations de d�Alembert� Pour un
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mon�ome quelconque M � %n
j��x

lj
j �x

�lj
j y

mj

j �y
�mj

j eikj�j de la s�erie H�� on d�e�nit la caract�eristique
de M� c�M� �

Pn
j���lj � mj � �lj � �mj � kj�� Les relations de d�Alembert s�expriment de la

mani	ere suivante 
 si c�M� 
� � alors 
l��l�m� �m�k � �� Cette relation provient du fait que

fH�Czg � � ������

Le probl	eme est aussi invariant par la sym�etrie orthogonale par rapport au plan de r�ef�erence�
Par cette sym�etrie� seul les mon�omes qui sont pairs en les variables d�inclinaison �variables yj�
peuvent apparaitre� c�est 	a dire que H� ne contient que des mon�omes pour lesquels

Pn
l���ml �

�ml� est paire� Ces relations sont tr	es importante et permettent en particulier de construire
des proc�edures de calcul formel beaucoup plus rapides �Laskar� ����b��

��
 Le probl�eme SJS

On donne� pour �nir� les param	etres et les conditions initiales �DE���� du probl	eme SJS�
Les unit�es que l�on utilisera dans toute cette �etude sont 
 la masse du soleil �m�� pour les
masses� l�unit�e astronomique �U�A� pour les distances� les ann�ees �an� pour le temps� Dans
ces unit�es� la constante de gravitation a pour valeur G � ��������U�A��m��

� an��� Les angles
sont exprim�es en radians� Les inverses des masses du syst	eme sont alors� compar�ees 	a la masse
solaire�

Soleil �
Jupiter �������
Saturne ����

Les conditions initiales du mouvement sont donn�ees par les �el�ements elliptiques li�es aux
deux plan	etes dans les coordonn�ees h�eliocentriques� rep�er�ees par rapport au plan invariant 


�el�ements a e I 	 "
Jupiter ������ U�A� �������� �������� ������� �������
Saturne ������ U�A� �������� �������� ������� ��������

La norme du moment cin�etique est alors Cz � ����������U�A��m�an
���

��� Construction du hamiltonien s�eculaire d�ordre �

����� La d�eg�en�erescence du probl�eme de n corps

Le probl	eme plan�etaire pr�esente une d�eg�en�erescence 
 le hamiltonien H� ne d�epend que
des variables !j� Dans le probl	eme non perturb�e �d�e�ni par H� seul�� les angles des p�erih�elies
et des noeuds sont donc constants et les solutions du probl	eme non perturb�e r�ealisent un
feuilletage de l�espace des phases en un ensemble de tores de dimension au maximum n et par
cons�equent non maximale� Dans le probl	eme perturb�e� on doit donc consid�erer deux types
distinct de variations angulaires 


��



Les mouvements rapides des longitudes moyennes �p�eriode de l�ordre de l�ann�ee pour les
plan	etes int�erieures du syst	eme solaire et de l�ordre de la dizaine d�ann�ees ou du si	ecle pour
les plan	etes ext�erieures� qui viennent de l�in�uence des deux parties du hamiltonien mais
principalement de H��

Les mouvements lents des angles des noeuds et des p�erih�elies �p�eriodes de l�ordre de
����� 	a ������ ans pour le syst	eme solaire� qui viennent de l�in�uence seule des perturbations
�hamiltonien H���

Du fait de la pr�esence de cette d�eg�en�erescence� de la forte r�esonance du probl	eme non
perturb�e ��n fr�equences nulles�� le probl	eme est tr	es di�cile 	a aborder� En particulier� si
on veut obtenir des r�esultats de stabilit�e sur un temps in�ni� il faut construire une version
particuli	ere du th�eor	eme KAM qui tienne compte de cette d�eg�en�erescence �Arnold� ���� et
aussi Robutel� ������ Une m�ethode perturbative classique est alors de moyenner ce probl	eme�
C�est	adire de construire une forme normale� o	u les nouvelles variables angulaires rapides
�associ�ees aux variables �j� sont �elimin�ees ou rejet�ees dans un reste le plus petit possible� On
�etudie alors seulement les variations s�eculaires ��visibles en un si	ecle�� du probl	eme� C�est au
prix de cette simpli�cation �enorme �passage de �n 	a �n degr�es de libert�e� que l�on va pouvoir
aborder ce probl	eme et ses variations 	a long terme�

����� M�ethode de Lindsted�Poincar�e

On rappelle que le hamiltonien du syst	eme de n corps dans les variables de Poincar�e
h�eliocentriques s��ecrit 


H���!� x� �x� y� �y� � H��!� � �H����!� x� �x� y� �y� ������

Construire le probl	eme s�eculaire 	a l�ordre m des masses consiste 	a trouver de nouvelles vari
ables canoniques ��m�!m� xm� �xm� ym� �ym� telles que dans ces variables le hamiltonien s�ex
prime comme 


Hs��m�!m� xm� �xm� ym� �ym� �
mX
k��

�kHs�k�!m� xm� �xm� ym� �ym�

�Rm����m�!m� xm� �xm� ym� �ym� ������

o	u Rm�� � ���m�� Dans la suite de ce travail� on se limite 	a la construction du hamiltonien 	a
l�ordre un du rapport des masses� La m�ethode de LindstedPoincare e�ectue le calcul d�une
fonction g�en�eratrice S telle que

S���!m� �x� xm� �y� ym� �
X

k���m

�kSk ������

Cette transformation est voisine de l�identit�e �la partie de degr�e � en � est l�identit�e� et on a
donc

S� �
X

��j�n

�j!m�j � �xjxm�j � �yjym�j ������
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La transformation est alors d�e�nie� pour � � j � n par�����������
����������

!j �
�S

��j
�m�j �

�S

�!m�j

xj �
�S

��xj
�xm�j �

�S

�xm�j

yj �
�S

��yj
�ym�j �

�S

�ym�j

������

En d�eveloppant l��egalit�e

H���!� x� �x� y� �y� � Hs��m�!m� xm� �xm� ym� �ym� ������

en une s�erie de Taylor au voisinage de ���!m� �x� xm� �y� ym� et en identi�ant les termes de m�eme
ordre du rapport des masses� pour l�ordre �� on obtient la relation suivante 


H��!m� � Hs���!m� xm� �xm� ym� �ym� ������

On a donc l�identit�e des parties de degr�e �� Pour l�ordre �� on obtient la relation suivante 


�
�H�

�!
�
�S�

��
n �H� � Hs���!m� xm� �xm� ym� �ym� ������

o	u � u� v n est le produit scalaire usuel de Rn et o	u on note �H���! le vecteur des d�eriv�ees
de H� par rapport aux variables !j et �S���� le vecteur des deriv�ees de S� par rapport aux
variables �j�

On note �� � �H���! le vecteur fr�equence du hamiltonien non perturb�e H� qui repr�esente
en premi	ere approximation les fr�equences de r�evolution des di��erentes plan	etes� Ainsi� si on
d�ecompose S� et H� en s�erie de Fourier des longitudes moyennes� on a

S� �
X
k�Zn

sk�!m� �x� xm� �y� ym�eik�� ������

et
H� �

X
k�Zn

hk�!m� �x� xm� �y� ym�eik�� ������

et donc

�
�H�

�!
�
�S�

��
n �H� �

X
k�Zn

�i k��� sk � hk�e
ik�� ������

Si on veut que Hs�� soit ind�ependant des �� on doit avoir i k��� sk � hk � � pour toute valeur
de k non nulle� Si il n�y a pas de r�esonances entre les fr�equences de �� �il n�existe pas de
k� � Zn � f�g tel que k���� � ��� alors� en partant de H�� on peut construire la fonction S�
en prenant sk � ihk�k��� si k 
� �� Donc

S� �
X

k�Zn�f�g

ihk

k���
eik�� ������
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Pour s�assurer que cette s�erie est convergente� on doit supposer que les fr�equences �� sont
diophantiennes� Comme le hamiltonien consid�er�e est analytique� on arrive 	a prouver que les
coe�cients sk sont major�es par une s�erie exponentiellement d�ecroissante �Morbidelli� ������
On a alors Hs�� � h�� c�est	adire que Hs�� est la moyenne de H� suivant les variables ��

Hs�� �
Z
������n

H� d�� d�� � � � d�n ������

Dans les nouvelles variables le hamiltonien s��ecrit

Hs � H� � �h� � R� ������

o	u R� � ����� Dans la suite on appelera �probl	eme s�eculaire d�ordre � du rapport des masses��
le hamiltonien d�e�ni par H� � �h� et qui ne d�epend plus des nouvelles variables �m� Pour
ce probl	eme� les !m et donc les demi grand axes s�eculaires sont constants� Consid�erer la dy
namique du hamiltonien s�eculaire 	a l�ordre � du rapport des masses revient donc 	a �etudier la
d�eformation des ellipses k�epl�eriennes qui ont un demi grand axe constant� On �etudie les vari
ables qui ont une variation s�eculaire 
 les variables �xm� ym� qui repr�esentent les excentricit�es�
les inclinaisons� les longitudes du p�erih�elie et du noeud� Le hamiltonien Hs��� �etant simplement
fonction des param	etres !m� n�intervient alors plus dans la dynamique du probl	eme� h� se
d�eveloppe en une s�erie des variables xm� �xm� ym� �ym�

h� �
X

l��l�k��k�Nn


l��l�k��k���!m�
nY
j��

x
lj
m�j�x

�lj
m�jy

kj
m�j�y

�kj
m�j � ������

Cette s�erie v�eri�e toujours les relations de d�Alembert� de parit�e en les variables d�inclinaison

et les mon�omes
Qn
j�� x

lj
m�j�x

�lj
m�jy

mj

m�j�y
�mj

m�j sont de degr�e total pair� La construction de la forme
normale s�eculaire 	a un ordre plus �elev�e devient tr	es rapidement di�cile� le nombre de termes
des s�eries en jeu �etant grand� De plus� pour r�ealiser une moyennisation 	a un ordre sup�erieur�
il faut calculer explicitement la s�erie S� et donc les sk ce qui n�est possible que pour un
nombre �ni de valeurs de k �voir Robutel� ������ Donc� pour une moyennisation 	a un ordre
plus �elev�e� on doit se contenter d�une approximation du hamiltonien s�eculaire en ne calculant
qu�une partie des transformation en jeu� Le hamiltonien s�eculaire 	a l�ordre � du rapport des
masses n�est pas une tr	es bonne approximation du probl	eme r�eel dans beaucoup de cas� en
particulier celui du syst	eme solaire� N�eanmoins� pour trois corps� 	a un ordre plus �elev�e de
moyennisation� la forme globale des s�eries moyennis�ees reste la m�eme que celle de h� ������ et
l�int�er�et de l��etude r�ealis�ee dans les chapitres suivants est de mettre en place des raisonnements
qui peuvent ult�erieurement conduire 	a des r�esultats pour le probl	eme r�eel� en utilisant une
s�ecularisation 	a un ordre plus �elev�e�

Remarque � Les int�egrales li�ees au moment cin�etique �C�� Cz� conservent la m�eme forme
����������� dans les nouvelles variables du probl	eme s�ecularis�e �Laskar� ������ En fait� J�Laskar
a montr�e que ces int�egrales restent dans la m�eme forme pour tout ordre de normalisation� Cette
remarque permet d�appliquer les r�esultats des chapitres �� � 	a toute ordre de s�ecularisation�
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����	 Passage des variables initiales aux variables s�eculaires

On connait les valeurs des conditions initiales du probl	eme plan�etaire de n corps par la
donn�ee des positions et vitesses ou des �el�ements elliptiques 	a t � �� Mais la valeur des con
ditions initiales dans les variables s�eculaires ne sont pas connues� De mani	ere 	a avoir une
estimation des valeurs des nouvelles variables� on doit donc calculer explicitement cette trans
formation donn�ee par les �equations ������� A priori� la variation relative entre une variable et
la variable s�eculaire qui lui est associ�ee est de l�ordre de la perturbation �� Mais� de mani	ere
	a avoir une id�ee plus pr�ecise de cette variation relative� on veut calculer cette transformation�
En fait� les variables que l�on doit estimer avant tout sont les variables !m�j qui� dans le nou
veau probl	eme� deviennent des param	etres� Leur valeur va� par exemple� �xer les fr�equences
fondamentales du syst	eme s�eculaire �voir ������ et donc avoir une in�uence sur l�apparition ou
non de r�esonances s�eculaires� On a� pour estimer la di��erence entre les conditions initiales 


!j���� !m�j��� �
�S�

��j
��� �

X
k�Zn�f�g

ihk�!m���� �x���� xm���� �y���� ym����

k���
kj e

ik��	�
 ������

Pour majorer la variation de !j��� � !m�j���� on va estimer cette expression en considerant
que hk�!m���� �x���� xm���� �y���� ym���� � hk�!���� �x���� x���� �y���� y����� la di��erence relative
entre les variables anciennes et les variables s�eculaires �etant de l�ordre de �� cela donne une
di��erence de l�ordre de �� pour !j���� !m�j���� Un autre probl	eme est que S� est une s�erie
in�nie et qu�on ne peut calculer en pratique que certains de ses termes sk en calculant les hk�
On va donc estimer ces variations par l�approximation suivante 


j!j���� !m�j���j � X
k�Zn�f�g� jkj�N

jhk�!���� �x���� x���� �y���� y����j
jk���j

jkjj ������

O	u jkj �
Pn

j�� jkjj et N est un entier �x�e aussi grand que possible� Les coe�cients de Fourier
hk sont alors calcul�es tr	es simplement par une moyennisation gr�ace 	a une proc�edure en FOR
TRAN 


hk �
Z
������n

H����!���� x���� �x���� y���� �y���� e�ik�� d�� d�� � � � d�n ������

La fonction H� est calcul�ee par les expressions donn�ees dans la section � de l�article �Laskar et
Robutel� ����� 
 les vitesses et positions des plan	etes sont exprim�ees en fonction des �el�ements
elliptiques et en particulier des longitudes moyennes� On montre ��gure ���� l��evolution des
coe�cients sk et hk dans le cas particulier du probl	eme SJS en fonction de la valeur de jkj�

Toujours dans ce cas particulier� on trouve une majoration de la variation de la valeur du
demi grand axe d�environ ���& pour Jupiter et ����& pour Saturne �en prenant N � ���� A
partir de la valeur N � ��� on ne trouve plus de changements notables de la di��erence� les
sk devenants tr	es petits �th�eoriquement� la d�ecroissance de la s�erie sk est major�ee par une
d�ecroissance exponentielle que l�on retrouve sur la �gure ������� Le rapport 
 � a��a� des
demi grand axes s�eculaires �evolue alors entre les valeurs 
min � ������ et 
max � ������� On
va� par la suite� consid�erer que les valeurs des conditions initiales s�eculaires sont �egales aux
anciennes et seule la fourchette de variation de 
 nous servira lors de l��etude de l�apparition
de r�esonances s�eculaires �pour la �gure ������ de la section ������� L��etude que l�on va mener
par la suite sera en e�et valable dans une large zone autour de l�origine et pour des domaines
de conditions initiales englobant les valeurs de x��� et y����
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Chapitre �

M�ethode perturbative � construction

d�une forme normale de Birkho��

r�esonances s�eculaires

��� M�ethode perturbative

Dans cette section� on pr�esente le choix du mode d�approche du probl	eme� c�est	adire la
m�ethode de perturbation qui va �etre mise en oeuvre� On rappelle que toutes les �etudes qui
vont suivre concernent le probl	eme s�eculaire 	a l�ordre � du rapport des masses� On va� dans
les chapitres suivants� pour �eviter des lourdeurs d�expression� noter les nouvelles variables
s�eculaires ��m�!m� xm� �xm� ym� �ym� comme les anciennes ���!� x� �x� y� �y��

����� Les variables actions�angles

Certaines des variables du probl	eme consid�er�e sont plus importantes du point de vue
dynamique 
 les excentricit�es et les inclinaisons ont un r�ole clef dans la stabilit�e du syst	eme�
En e�et� quand les excentricit�es et inclinaisons sont proches de z�ero �cas des conditions initiales
et plus g�en�eralement du domaine de stabilit�e que l�on va consid�erer�� on a

��������
�������

xj �
vuut!j

�
ej exp�i	j�

yj �
vuut!j

�
Ij exp�i"j�

�����

et les valeurs des excentricit�es et inclinaisons vont avoir un e�et direct sur la dynamique du
syst	eme en donnant une valeur plus ou moins grande 	a la perturbation h� ������� D�autre part�
gr�ace 	a la parit�e en les variables x� y du hamiltonien h�� le point xj � yj � � est un point �xe
elliptique du syst	eme s�eculaire �voir section ����� Il correspond 	a des orbites planes �Ij � �� et
circulaires �ej � ��� De mani	ere 	a faire une s�eparation nette entre les variables d�excentricit�e�
d�inclinaison d�un c�ot�e et de longitude du p�erih�elie et du noeud de l�autre c�ot�e� on d�e�nit
les variables actionsangles du syst	eme� La transformation suivante est symplectique� pour
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� � j � n 
 �
BBB�

xj
�i�xj
yj
�i�yj

�
CCCA �

�
BBB�

Jx�j � xj�xj
�x�j � arg�xj�
Jy�j � yj�yj

�y�j � arg�yj�

�
CCCA �����

Les variables Jx� Jy� �x� �y sont appel�ees coordonn�ees polaires symplectiques� Les variables
Jx� Jy sont les actions et les variables �x� �y les angles�

����� Qu�est�ce qu�on veut au juste 


On veut d�emontrer des r�esultats de stabilit�e dynamique du syst	eme� limiter la part chao
tique des trajectoires� Un premier r�esultat s�obtient tr	es facilement gr�ace 	a l�invariance du
moment cin�etique en consid�erant le probl	eme non r�eduit� La norme du moment cin�etique�
dans le plan invariant est

Cz �
nX
j��

�!j � j xj j� � j yj j�� �
nX
j��

�!j � Jx�j � Jy�j� �����

Donc chaque action est major�ee par
Pn

j�� !j � Cz � Jmax� On peut en d�eduire� en l�ab
sence d�une r�esonance en moyen mouvement� une majoration des excentricit�es et inclinaisons
s�eculaires 


!j���
q

�� e�j� � Jmax et !j

q
�� e�j��� cos Ij� � Jmax �����

D�o	u

ejmax �
q

�� ��� Jmax�!j�� et Ijmax � arccos��� Jmax��!j

q
�� ej�max�� �����

A titre d�exemple� on trouve comme majoration des excentricit�es et inclinaisons de Jupiter
�plan	ete �� et Saturne �plan	ete �� dans le probl	eme SJS 


e�max � �� ���� e�max � �� ���� i�max � ����� i�max � ����� �����

ce qui emp	eche d�avoir une collision entre les plan	etes pour le syst	eme s�eculaire car on a
a����e�max� � a����e�max�� Mais cette assurance que ce syst	eme ne produira pas de collisions
ne donne aucun renseignement sur la dynamique� chaotique ou pr�evisible� du syst	eme� On va
essayer d�obtenir des r�esultats de stabilit�e pr	es du point �xe elliptique �x � y � ��� C�est	a
dire� en pratique� de pouvoir borner la di�usion des variations des actions et des angles par
rapport 	a une solution quasip�eriodique ou� si ce n�est pas possible� au moins de borner la
di�usion des actions par rapport 	a un tore �x�e �Jx � Jx��� et Jy � Jy�����

Le hamiltonien h� du probl	eme se d�eveloppe en une s�erie

h� � H� �
X
k��

H�k �����

O	u Hk est la partie de h� d�ordre k en les excentricit�es et inclinaisons� A partir de maintenant�
on note H � h�� Dans le cas d�un syst	eme plan�etaire� comme on reste dans une zone de
l�espace des phases proche du point �xe gr�ace 	a des majorations du type ������ le terme H�
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	a tendance 	a �etre sup�erieur aux autres termes Hk� C�est de plus en plus vrai 	a mesure que
l�on se rapproche du point �xe elliptique� On va essayer tout d�abord de trouver un nouveau
syst	eme de variables actionsangles tel que la partie H� s�exprime� dans ces nouvelles variables�
en fonction des nouvelles actions seulement� De cette mani	ere� on met alors le syst	eme sous
la forme ����� o	u le hamiltonien H� exprim�e dans les nouvelles variables joue le r�ole de
Hint� Cette transformation� appell�ee diagonalisation du syst	eme lin�eaire est d�evelopp�ee dans
la section suivante ����� o	u on prouve que H� est une application lin�eaire en les nouvelles
variables J � Les nouvelles variables actionsangles sont not�ees Jj� �j pour � � j � �n et
les nouvelles variables cart�esiennes associ�ees sont zj��i�zj� On d�e�nit le domaine suivant 

'� � fz � C�n � �� � j � �n� jzjj � �g � fz � C�n � � � � j � �n Jj�� p�g� Le r�esultat
suivant nous donne une indication sur la stabilit�e du syst	eme en �etablissant une majoration 	a
la di�usion des nouvelles variables actionangle J� � par rapport 	a la solution quasip�eriodique
donn�ee par le seul hamiltonien H� diagonalis�e� dans un domaine proche du point �xe 


Lemme � Soient �� tmax deux r�eels strictement positifs� Alors� il existe un r�eel strictement
positif �� tel que si les conditions initiales z��� appartiennent �a '�� alors on a� pour � � j � �n
et pour tout t tel que t � tmax�

jJj�t�j � ����� � �� �����

j�j�t�� #
�H�

�Jj
�J���� t � �j��� $j � � �����

D�emonstration � On note J le vecteur de R�n repr�esentant les nouvelles actions Jj� Soient
�� tmax deux r�eels positifs strictement� On d�e�nit les fonctions MJ 
 R�  R� et M� 
 R� 
R� suivantes 


MJ�r� � max
j����n

sup
�r

j�H
��j

j ������

M��r� � max
j����n

sup
�r

j��H �H��

�Jj
j ������

On a  Jj � �H���j et  �j � ��H��Jj � Comme H� ne d�epend que des nouvelles actions J �
quand J tend vers z�ero� on a �H���j � O�J�� et donc MJ�r� � O�r�� quand r tend vers
z�ero� D�autre part� comme H� est une application lin�eaire en les variables J � �H���Jj est
une constante et on a ��H � H����Jj � O�J� quand J tend vers z�ero� Il existe donc un
r�eel strictement positif r� tel que si r � r�� on a MJ�r� � min�r����tmax�� �r����tmax�� et
M��r� � ��tmax� On applique alors le th�eor	eme des accroissements �nis sur le domaine 'r� �
Sur ce domaine on a j  Jjj � r�����tmax�� Alors� si z��� � 'r���� On a jJj�t�j � jJj�t�� Jj���j�
jJj���j � �r�� t����tmax��r���� et donc pour tout t tel que t � tmax� on a jJj�t�j � �����r�� � r���
Alors� en prenant �� � r���� si on a z��� � '�� � on a jJj�t�� Jj���j � ���� pour t � tmax� Et
donc jJj�t�j � ����� � ��� On a  �j � �H���Jj�J���� � ���H � H����Jj � �H���Jj est une
constante ind�ependante de J�� Donc� sur 'r� � j�j�t�� ��H���Jj t � �j����j � �t�tmax� Pour
t � tmax� on a donc j�j�t�� ��H���Jj t � �j����j � �� �
Donc� en se restreignant 	a un domaine su�samment proche du point �xe elliptique� on arrive
	a borner la di�usion de notre trajectoire par rapport 	a une solution quasip�eriodique sur un
temps quelconque mais �ni� Cependant� pour le probl	eme SJS� en prenant � � ���� et tmax � �
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milliard d�ann�ees� le domaine trouv�e est tr	es petit �voir l��etude men�ee 	a la section ������� On
est donc oblig�e de construire des variables qui vont avoir une di�usion plus lente pour pouvoir
appliquer un th�eor	eme ou des majorations utilisant de m�eme le th�eor	eme des accroissements
�nis sur un domaine plus grand� qui contiendra si possible les conditions initiales r�eelles de
Jupiter et Saturne �la fonction M�r� sera alors beaucoup plus petite�� Le premier pas dans
cette voie a �et�e d�e�ectuer la diagonalisation du syst	eme lin�eaire� La variation des actions J
est en e�et beaucoup plus faible que la variation des anciennes actions Jx et Jy pr	es du point
�xe elliptique �On a  J � O�J�� et  Jx�  Jy � O�J� pr	es du point �xe elliptique� L�id�eal serait
ensuite la construction de nouvelles variables canoniques � �Jj� ��j� telles que le hamiltonien dans
ces variables ne d�epende que des actions �on aurait alors M�r� � � pour tout r�� On aurait
un comportement quasiperiodique sur l�ensemble de l�espace des phases et une di�usion nulle
sur un temps in�ni� Comme l�a remarqu�e H� Poincar�e� ce n�est th�eoriquement pas possible car
les s�eries consid�er�ees� d�e�nissant les transformations� divergent sur n�importe quel ouvert de
l�espace des phases� m�eme tr	es petit et proche du point �xe elliptique �voir Morbidelli� ������

Pour avoir un r�esultat de stabilit�e en temps in�ni� il faut appliquer un th�eor	eme de type
KAM� L�application de ce th�eor	eme au probl	eme de trois corps est d�eja tr	es di�cile et a �et�e
r�ealis�ee pour le probl	eme SJS par U�Locatelli et A�Giorgilli �Locatelli et Giorgilli� ������ Un
r�esultat de ce type est tr	es fort et donne un renseignement� g�eom�etrique et qualitatif� tr	es
important mais sur une partie tr	es restreinte de l�espace de phases �pour chaque valeur des
conditions initiales� la mise en oeuvre des m�ethodes perturbatives li�ees au th�eor	eme KAM
varie�� Notre �etude est plus quantitative� sur un domaine plus grand de l�espace des phases
sur lequel on estime la di�usion des variables par rapport 	a une solution r�eguli	ere pendant
un temps �ni mais assez long� De plus� l��etude men�ee dans �Locatelli et Giorgilli� ����� ne
donne aucun r�esultat sur la variation des angles 
 seules les actions sont con�n�ees entre deux
tores de l�espace des phases� Notre �etude permet de majorer la di�usion des actions et des
angles et donc la di�usion des trajectoires de notre probl	eme par rapport 	a une trajectoire
quasip�eriodique pendant un temps �ni�

Dans ce but� on utilise la m�ethode suivante 
 m�eme si la construction de la forme normale
de Birkho� ne converge pas� on peut commencer 	a construire des variables �J � c�est 	a dire
construire une forme normale de Birkho� jusqu�	a un ordre donn�e� On a alors un syst	eme de
variables tel que

H�J� �� � �N� �J� � �R� �J� ��� ������

Si �R est su�samment petit �en pratique �R � O� �Jm� pr	es du point �xe elliptique� o	u m est
un entier aussi grand que possible� sur un domaine de l�espace des phases �par exemple un
ensemble du type '��� on peut prouver de la m�eme mani	ere que par le lemme ��� que pour
toute dur�ee �nie inf�erieure 	a un temps t� les coordonn�ees � �J� ��� sont proches de la solution
quasip�eriodique d�e�nie par le hamiltonien H�J� �� � �N� �J�� Si t est de l�ordre de l��age du
syst	eme solaire� on obtient ainsi la stabilit�e e�ective du syst	eme� En fait� on verra qu�en
appliquant cette m�ethode au probl	eme SJS� pour que t soit de l�ordre de l��age du syst	eme
solaire� on doit se restreindre 	a un plus petit domaine de l�espace des phases o	u les excentricit�es
et inclinaisons sont plus faibles que celles du syst	eme r�eel� On obtient plus facilement� sur
un domaine plus vaste et comprenant les valeurs r�eelles des conditions initiales de Jupiter
Saturne� une borne 	a la di�usion des actions �J mais en perdant tout renseignement sur les
angles ��� on retrouve alors un r�esultat de con�nement du m�eme type que celui de �Locatelli et
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Giorgilli� ����� mais en temps �ni� Dans les sections suivantes� on va d�evelopper ces m�ethodes
et mettre en �evidence l�apparition de probl	emes dus aux r�esonances s�eculaires�

��� Diagonalisation et r�esonances s�eculaires

����� Cas g�en�eral de n plan�etes

Le hamiltonien h� est de la forme

h� � H� �
X
k��

H�k ������

La premi	ere �etape de la construction de la forme normale de Birkho� est la diagonalisation
du syst	eme lin�eaire �d�e�ni par le hamiltonien H� seul�� On recherche de nouvelles variables
zj �� � j � �n� �et des variables actionangle Jj� �j associ�ees� d�e�nies par une transformation
lin�eaire des variables de Poincar�e s�eculaires telle que la partie de degr�e deux du hamiltonien
dans les nouvelles variables Hd�� ne d�epende que des nouvelles actions Jj� La partie H� du
hamiltonien est une forme quadratique en les variables canoniques r�eelles ��j� �j� pj� qj� d�e�nies
par la transformation symplectique ��j �

p
� Re�xj�� �j � �p� Im�xj�� pj �

p
� Re�yj�

et qj � �p� Im�yj� pour � � j � n�� On peut alors th�eoriquement diagonaliser cette
forme quadratique dans une base symplectique �Robutel� ����� et prouver que l�origine du
probl	eme s�eculaire est un point �xe elliptique� Toutefois� dans le cas g�en�eral de N corps�
on n�obtient pas d�expression explicite de cette transformation et la diagonalisation est alors
r�ealis�ee num�eriquement� N�eanmoins� on peut obtenir certains renseignements sur les valeurs
propres du syst	eme lin�eaire� En particulier� on remarque qu�une des valeurs propres du syst	eme
est nulle ce qui s�explique par l�invariance du moment cin�etique� En e�et� les composantes du
moment cin�etique sont� dans les variables de Poincar�e s�eculaires donn�ees par les �equations
����������� et si on consid	ere le probl	eme lin�eaire �d�e�ni par H� seul�� 	a l�ordre � en x� y� C�

peut �etre exprim�e comme une relation lin�eaire entre les variables y� C�
� 


C�
� �

nX
j��

yj
q

!j ������

La fonction
Pn

j�� yj
q

!j est donc une int�egrale premi	ere pour le probl	eme lin�eaire� Ce syst	eme
lin�eaire a donc une valeur propre nulle� Comme ce syst	eme est diagonalisable� si on utilise des
nouvelles coordonn�ees canoniques z � �z�� z�� � � � � z�n�� d�e�nies 	a partir des coordonn�ees x� y
par une transformation lin�eaire orthogonale telle que z�n soit le vecteur propre

z�n �
nX
j��

yj
q

!j�

vuut nX
k��

!k ������

et pour lesquelles le probl	eme lin�eaire est diagonalis�e� on a  z�n � �� On note les valeurs propres
de ce probl	eme par ��� ��� � � � � ��n et on �xe donc ��n � �� Le fait que le probl	eme s�eculaire
�	a tout ordre des masses� puisque C� garde cette forme pour tout ordre de moyennisation�
poss	ede cette fr�equence nulle est un r�esultat bien connu� Une autre relation moins connue�

��



existe entre les fr�equences s�eculaires� pour la s�ecularisation 	a l�ordre � du rapport des masses 

la relation dite de �trace nulle� �� � �� � � � � � ��n � � remarqu�ee par M�Herman �Abdullah
et Albouy� ������ Toutefois cette relation n�est pas� comme la pr�ec�edente� li�ee 	a une int�egrale
premi	ere du probl	eme� En e�et� cette relation n�est plus v�eri��ee si le potentiel newtonien
qui est une fonction en ��' est remplac�e par un potentiel en ��'� avec 
 
� � �' est la
distance mutuelle des deux corps s�attirant� alors que� dans ce cas� les int�egrales premi	eres
li�ees 	a la quantit�e de mouvement et au moment cin�etique restent les m�emes� De plus� la
relation de trace nulle n�est valable que pour le probl	eme s�eculaire 	a l�ordre un du rapport
des masses� N�eanmoins� pour le probl	eme s�eculaire 	a l�ordre un des masses� ces deux relations
entre les fr�equences sont valables pour toutes valeurs des demi grands axes� des masses ou
de la constante d�attraction universelle� Ces deux relations rendent le probl	eme r�esonant�
On va voir qu�elles peuvent emp�echer la construction d�une forme normale de Birkho�� On
montrera m�eme que� dans le cas de trois corps� la construction n�est pas possible au degr�e dix
en les variables z� des termes r�esonants apparaissant dans la forme normale 	a ce degr�e� On a
�nalement

Hd�� �
�nX
j��

�j zj�zj ������

En e�ectuant un changement en variables polaires symplectique 
 zj �
q
Jje

i�j � le hamiltonien
s��ecrit donc comme

H � Hd���J�� � � � � J�n� �
X
k��

Hd��k�J� �� ������

Les variables Jj sont appell�ees actions et les variables �j les angles du syst	eme diagonalis�e�
La dynamique du seul hamiltonien Hd�� est tr	es facile 	a �etudier� les variables J�� � � � � J�n sont
constantes et les angles �j ont une variation lin�eaire� Pr	es du point �xe elliptique� le second
terme de ������ est pris comme une perturbation du syst	eme lin�eaire 
 on va essayer de r�eduire
cette perturbation en construisant une forme normale de Birkho� �section �����

����� Cas de trois corps

Dans le cas de trois corps� on va expliciter cette diagonalisation� La partie de degr�e deux
du hamiltonien s��ecrit de la mani	ere suivante 


H� �
�C��
�q

!�!�

x��x� �
�C��
�q
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�x�x� �
C��
�
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C��
�q
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y��y� �
C��
�q
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�y�y� �
C��
�
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y��y� �
C��
�

!�

y��y�

������

o	u 
 � a��a� est le rapport des demi grands axes �constants dans le probl	eme s�eculaire� et C�

et C� sont des constantes d�ependant de ce rapport �Laskar et Robutel� ������ Les expressions
g�en�eriques du hamiltonien tronqu�ees au degr�e quatre sont fournies dans l�annexe E�������
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O	u b	k
n est le coe�cient de Laplace� On recherche alors une transformation canonique lin�eaire
qui diagonaliserait le syst	eme lin�eaire engendr�e par H�� Comme on a

H� � H��x�x�� x�� �x�� �x�� � H��y�y�� y�� �y�� �y�� ������

on recherche en fait deux transformations lin�eaires ind�ependantes qui diagonalisent s�epar�ement
les variables x et y� H��x est d�e�ni par la forme quadratique suivante 


H��x � �x�� x�� �x�� �x��
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On d�e�nit Ax la matrice �� � r�eelle sym�etrique suivante 
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On recherche donc une matrice �� � r�eelle Mx d�e�nissant les nouvelles coordonn�ees telle que�
x�
x�

�
� Mx

�
z�
z�

�
������

et telle que le syst	eme lin�eaire� dans les variables z�� z� soit diagonalis�e� On a alors� pour les
variables conjugu�ees complexes� ��x�� �x�� 
�

�x�
�x�

�
� Mx

�
�z�
�z�

�
������

Pour que ce changement lin�eaire de variables soit canonique il faut que Mx �t M��
x �Laskar�

����b�� donc que Mx soit une matrice orthogonale� On pose

Mx �

�
cos��x� � sin��x�
sin��x� cos��x�

�
������

On veut donc que tMxAMx soit diagonale ce qui est v�eri��e pour

�x �
�

�
arctan�

�bx

ax � cx
� �

�

�
arctan�

�C�

C��
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Cette expression permet de prouver que la matrice du changement de coordonn�ees ne d�epend
que des masses et du rapport des demigrands axes s�eculaires� On r�ealise la transformation
My diagonalisant H��y d�une mani	ere similaire 
 les variables z�� z� sont associ�ees aux variables
y�� y�� La matrice My �qui ne d�epend de m�eme que des masses et du rapport des demigrands
axes s�eculaires� a une expression simple en fonction de !��!� 


My �
�q

!� � !�

� p
!�

p
!�

�p!�

p
!�

�
������

On obtient donc� pour le degr�e deux du hamiltonien� le syst	eme diagonalis�e�

Hd�� � �� z��z� � �� z��z� � �� z��z� � �� z��z� ������

Avec les relations suivantes sur les fr�equences 


	
�� � �
�� � �� � �� � �

������

Les nouvelles actions Jj sont donc constantes si on consid	ere seulement le probl	eme lin�eaire
et ont une di�usion de l�ordre de la valeur des excentricit�es et inclinaisons 	a la puissance
quatre dans le cas g�en�eral lorsqu�on est pr	es du point �xe elliptique 
 elles sont� en premi	ere
approximation� des int�egrales premi	eres du syst	eme�

Remarque � Les nouvelles variables zj ont une signi�cation physique di��erente� moins claire
que les anciennes variables �x�� x�� y�� y�� 
 elles sont la combinaison lin�eaire d�excentricit�es
et de longitude du p�erih�elie des deux plan	etes pour certaines �j � � ou �� et d�inclinaisons
et longitude des noeuds pour les autres �j � � ou ��� Ces variables ont par contre un sens
dynamique important et on peut d�e�nir des �el�ements elliptiques dits �propres� qui leur sont
associ�e en se servant des formules d�e�nissant les variables de Poincar�e ������

��� Construction de la forme normale� r�esonances

��	�� Construction formelle de la forme normale de Birkho�

Une �etude d�etaill�ee de cette m�ethode est fournie dans �Kosele�� ������ Les notations que
l�on va utiliser ne sont toutefois pas tout 	a fait les m�emes que dans ce travail et sont emprunt�ees
aux notes de cours de DEA de J�Laskar� Dans le but d�obtenir des nouvelles variables plus
proches d�int�egrales premi	eres du syst	eme que les variables J�� � � � � J�n� on construit degr�e par
degr�e une forme normale de Birkho� en partant de la s�erie calcul�ee 
 Hd �

P
n��Hd��n s�ex

primant dans les variables zj� �zj� On cherche 	a calculer un changement de variable canonique
��z� ��z� � ��z� �z�� tel que �H le nouvel hamiltonien soit la somme de deux parties 
 une partie �N
ne d�ependant que des actions �J et un reste qui d�ependra de toutes les variables� Pour cela� on
construit degr�e par degr�e un changement de variables canonique proche de l�identit�e� d�e�ni

�Par la suite� �z � ��z�� �z�� � � � � �z�n�

��



par le �ot au temps � d�un champs de vecteurs issu du hamiltonien W que l�on va calculer
degr�e par degr�e� Ce �ot �z��� est d�e�ni par le syst	eme di��erentiel suivant 


���
��

d�z

d�
� JDW ��z� ��

�z��� � z
������

O	u DW est la di��erentielle de la fonction W � La solution de cette �equation donne� pour � � ��
les nouvelles variables �z en fonction des anciennes variables z�	

�z � T	�
�z�
z � T �

	�
��z�
������

O	u T	�
 et T �
	�
 sont les changements de variables inverses� On a

d

d�
f��z� �� �

�

��
f��z� �� �

�f

��z

d�z

d�
�

�

��
f��z� �� �

�f

��z
JDW ��z� ��

�
�

��
f��z� �� � fW� fg��z� �� ������

Et dans le cas d�une fonction f ind�ependante de ��

d

d�
f��z� � fW� fg��z� � #LW �f�$��z� ������

On note les op�erateurs de changement de variable T		
 et T �
		
 tels que #T		
 �f $�z� � �f �T		
�z� �

�f��z� et #T �
		
f $��z� � f � T �

		
��z� � f�z�� Les op�erateurs T		
 et T �
		
 sont inverses l�un de l�autre

et on a T		
T
�
		
 � T �

		
T		
 � Id� On recherche l��equation di��erentielle v�eri��ee par l�op�erateur
T		
 


d

d�
�T		
 �f��z� �

d

d�
�f��z� � #LW � �f�$��z� � #LW � �f�$�T		
z� � #T		
LW � �f�$�z� ������

Cette relation �etant veri��ee pour toute fonction �f � on peut obtenir des relations alg�ebriques
sur les op�erateurs T		
 et T �

		
� On pose T		
 �
P

m�� �
mTm� T �

		
 �
P

m�� �
mT �

m et W �P
m�� �

mWm��� Les relations alg�ebriques d�e�nissant les op�erateurs sont les suivantes 
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q�� Tm�q � LWq
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Et� d�autre part� en d�erivant T		
T
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 � Id on trouve
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Finalement� on a
�H��z� � Hd�z� � Hd�T

�
	�
��z�� � T �

	�
Hd��z� ������

On a donc �H � T �
	�
Hd et de m�eme Hd � T	�
 �H� La construction de W se fait degr�e par

degr�e� On cherche un hamiltonien W tel que le �ot au temps � engendr�e par ce hamiltonien
nous donne de nouvelles variables dans lesquelles le hamiltonien �H est plus simple� L�id�eal
serait d�obtenir un hamiltonien �H int�egrable� Le degr�e � �etant d�eja int�egrable� reste inchang�e
et on a �H���z� ��z� � Hd����z� ��z�� On a� 	a chaque degr�e de normalisation m �m pair�� l��equation
suivante� dite �equation homologique 


�Hm �
m��X
p��

T �
p �Hd�m�p� �

m��X
p��

T �
p �Hd�m�p� � T �

m���Hd��� �

m��X
p��

T �
p �Hd�m�p��

m��X
k��

�

m� �
LWk

� T �
m���k�Hd��� �

�

m� �
L H�

�Wm��� ������

A chaque degr�e de normalisation m� on choisit donc un hamiltonien Wm�� qui donnera l�ex
pression du nouvel hamiltonien �Hm� Pour m impair� les di��erentes fonction Hd�m� Wm� Tm et
�Hm sont nulles� On note

Sm �
m��X
p��

T �
p �Hd�m�p��

m��X
k��

�

m� �
LWk

� T �
m���k�Hd��� ������

On voudrait obtenir si possible 	a chaque �etape un hamiltonien �Hm nul� Dans ce but� on
consid	ererait l��equation

L H�
�Wm��� � ��m� �� Sm ������

et on inverserait l�operateur L H�
de mani	ere 	a obtenir Wm��� Mais cet op�erateur n�est pas

inversible� En revanche� il est diagonal dans la base canonique de l�espace vectoriel des poly
nomes des variables ��zj� ��zj�� On a� en e�et�

L H�
�
�nY
j��

�z
kj
j

��z
�kj
j � � #

�nX
j��

�kj � �kj��j$
�nY
j��

�z
kj
j

��z
�kj
j ������

A chaque �etape� on est oblig�e de garder les mon�omes r�esonants qui sont dans le noyau de L H�
�

qu�on ne peut �eliminer� dans �Hm �la d�e�nition d�un mon�ome r�esonant est qu�il appartient 	a
Ker�L H�

�� c�est 	a dire que
P�n

j���kj��kj��j � ��� On �elimine les autres mon�omes en construisant
Wm��� Il apparait alors� dans le hamiltonien W et donc dans le changement de variables� le

diviseur non nul
P�n

j���kj � �kj��j 
 si Sm �
P

k�jkj�m sk�!�
Q�n
j�� �z

kj
j

��z
�kj
j alors on a
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��	�� R�esonances

On d�e�nit le moduleM���� � � � � �n� � f�k�� � � � � kn� � Zn�
Pn

j�� kj�j � �g� SiM���� � � � � �n� �
f�g� alors les fr�equences sont dites non r�esonantes� Si M���� � � � � �n� 
� f�g alors les fr�equences
sont dites r�esonantes� Parmi les mon�omes qui vont rester dans �Hm apr	es la normalisation au
degr�e m� on va �etablir une distinction 
 certains mon�omes appartiennent 	a Ker�L H�

� quel
que soit le module M���� � � � � �n� et m�eme si celuici est nul �fr�equences non r�esonantes�� Ces
mon�omes sont tels que pour tout j on a kj � �kj � �� On a alors

�nY
j��

�z
kj
j

��z
�kj
j �

�nY
j��

��zj��zj�
kj �

�nY
j��

�J
kj
j ������

Ces mon�omes ne d�ependent donc que des actions et les conserver dans la forme normale ne
pose pas de probl	eme 
 ils d�e�nissent un hamiltonien int�egrable� Comme �z�n est associ�e 	a
une fr�equence nulle ���n � �� �voir section ������� un de ces mon�omes d�eriv�e par �z�n ou ��z�n
reste un mon�ome de Ker�L H�

��� En e�et� par ces d�erivations� on ne change dans ������ que
les valeurs de k�n ou �k�n� On note FI le sousespace vectoriel de tous ces mon�omes �tels que
kj � �kj� et de leur d�eriv�ee par rapport aux variables z�n� �z�n �ceci pour donner un sens aux
remarques de la section 	a venir ������� Comme nous sommes dans le cas M���� � � � � �n� 
� � 	a
cause des relations de trace nulle et de fr�equence nulle �section ������� il y a d�autre mon�omes
�qui d�ependent des angles� dans Ker�L H�

�� venant des relations entre les fr�equences� Leur
expression g�en�erique est� comme ces monomes doivent v�eri�er les relations de d�Alembert 


�nY
j��

j�zj��zjjkj #�
�n��Y
j��

�zj���z
�n��
�n $l #�

�n��Y
j��

��zj��z�n���n $
�l ������

o	u k�� � � � � k�n� l� �l sont des entiers et tels que l 
� �l� On d�e�nit FG le sousespace vectoriel
engendr�e par ces mon�omes et leur d�eriv�ee par rapport 	a �z�n ou ��z�n� qui ne d�ependent donc
pas seulement des actions mais aussi des angles� FI et FG sont alors inclus dans Ker�L H�

�� et
en somme directe� On note alors

Ker�L H�
� � FI � FG � FO ������

o	u FO repr�esente l�espace vectoriel engendr�e par les autres mon�omes r�esonants qui viennent
d�autres relations k�� � � entre les fr�equences� Dans tous les cas on peut construire une forme
normale r�esonante� contenant les mon�omes de Ker�L H�

� mais le hamiltonien �H d�epend alors en
g�en�eral des angles et les m�ethodes de perturbations mises en oeuvre sont alors moins e�caces
�Giorgilli et al�� ������ On va donc essayer de construire une forme normale non r�esonante�
Dans ce cadre� le cas id�eal est alors FO � f�g� Dans ce cas� les seules r�esonances� in�evitables�
proviennent de FI et FG� et il n�existe pas d�autres relations simples entre les fr�equences
s�eculaires� On esp	ere alors construire une forme normale non r�esonante 
 les termes venant de
FI ne g	enent pas �ils d�ependent seulement des actions� et les termes dans FG ne sont peut �etre
pas pr�esents dans l��equation homologique� L�objet des �etudes qui vont suivre est de r�epondre
	a cette question� La construction de la forme normale se fait pas 	a pas et� 	a chaque �etape�
n�ecessite une v�eri�cation 
 yatil des mon�omes r�esonants �g�enants� �qui appartiennent 	a FG�
dans le second membre de l��equation homologique qui emp�echeraient la construction d�une
forme normale non r�esonante � On peut donner facilement un premier r�esultat 


��



Lemme � Le second membre Sk ne contient pas de mon�ome r�esonant de FG pour tout k
inf�erieur strictement �a �n � � �n est le nombre de plan�etes du syst�eme�� On peut donc con�
struire une forme normale jusqu	au degr�e �n� ��

D�emonstration � Le degr�e du mon�ome �%�n��
j��

��zj��z�n���n ou de son conjugu�e est �egal 	a �n���
Il n�y a donc pas de mon�omes de FG de degr�e inf�erieur 	a �n� � et donc pas de mon�omes de
FG dans Sm pour m � �n� ��

A partir du degr�e �n � � �du degr�e � pour trois corps�� on doit v�eri�er si� 	a chaque �etape
de normalisation� des mon�omes r�esonants de FG apparaissent dans le second membre de
l��equation homologique� On va� dans la section suivante� proposer une m�ethode pour tester
l�apparition de ces mon�omes r�esonants�

Remarque � On a construit� gr�ace au manipulateur alg�ebrique TRIP� des proc�edures per
mettant le calcul e�ectif des Wk �par la proc�edure pr�esent�ee dans l�annexe C� en partant du
hamiltonien ainsi que d�autres proc�edures permettant de calculer T �

	�
�f� ou T	�
� �f� pour des

fonctions f et �f donn�ees� Une proc�edure type de calcul des Wk et du nouvel hamiltonien �H
est donn�ee dans l�annexe C�

On constate� pour trois corps �n � ��� en construisant num�eriquement cette forme normale
gr�ace aux proc�edures TRIP� que ces mon�omes r�esonants ne sont pas pr�esents dans les seconds
membres de degr�es quatre �ce qui s�explique par le pr�ec�edent lemme� mais aussi de degr�e six
et huit ce qui permet de construire une forme normale de degr�e huit� Ils apparaissent dans
l��equation homologique de degr�e dix emp�echant donc la construction d�une forme normale non
r�esonante 	a cet ordre et aux suivants� Dans les paragraphes suivants� on s�attache 	a essayer
d�expliquer ces faits par une �etude plus pr�ecise du second membre de l��equation homologique�

��	 Etude du second membre de l��equation homologique

On va� en se servant de l�invariance de l�int�egrale C�� obtenir des renseignements sur
le second membre de l��equation homologique� De la m�eme mani	ere que l�invariance de Cz

emp	eche des termes d�apparaitre dans le second membre de l��equation homologique �relations
de d�Alembert�� on esp	ere que l�invariance de C� va emp�echer des mon�omes de FG d�apparaitre�

����� Moment cin�etique

Les composantes du moment cin�etique sont� dans les variables de Poincar�e s�eculaires�
donn�ees par ������������ On exprime ensuite C� et Cz dans les variables diagonalis�ees �zj� �zj��
Comme la diagonalisation fait intervenir une transformation orthogonale� l�expression de
l�int�egrale Cz est la m�eme dans ces nouvelles variables 


Cz �
nX
j��

!j �
�nX
j��

jzjj� ������

Par contre� la diagonalisation ne conserve pas la forme de l�int�egrale C� 
 on note C� �P
m�� C

�m��
� o	u Ck

� est un polynome homog	ene de degr�e k en les variables �zj� �zj�� Les com
posantes du moment cin�etique sont invariantes par le �ot du hamiltonien� Donc fHd� C�g � ��

��



fHd� �C�g � � et fHd� Czg � �� De ces �egalit�es d�ecoulent des contraintes sur les coe�cients
du hamiltonien� Par exemple� de fHd� Czg � � d�ecoulent les relations de d�Alembert qui
sont donc toujours valables pour le hamiltonien diagonalis�e� On va montrer que les relations
venant de fHd� C�g � � et fHd� �C�g � � permettent en annulant certains mon�omes du second
membre de l��equation homologique d�expliquer le fait que l�on peut construire la forme nor
male jusqu�au degr�e �n� � et d�obtenir un crit	ere beaucoup plus e�cace pour d�ecider de la
constructibilit�e de la forme normale de Birkho�� La relation fHd� C�g � � est vraie sur tout
l�espace des phases et comme Hd et C� sont analytiques� cette �egalit�e est valable degr�e par
degr�e� On a donc

����������
���������

fHd��� C
�
�g � �

fHd��� C
�
�g� fHd��� C

�
�g � �

fHd��� C
�
�g� fHd��� C

�
�g� fHd��� C

�
�g � �

fHd��� C
�
�g� fHd��� C

�
�g� fHd��� C

�
�g� fHd��� C

�
�g � �

etc � � �Pm��
k��fHd��k� C

m��k��
� g � �

������

O	u m est un entier naturel pair� Comme C�
� � c�z�n o	u c� est une constante� la relation de

fr�equence nulle s�explique facilement par le fait que fHd��� C
�
�g � ��

����� Le second membre de l��equation homologique

On cherche 	a avoir des renseignement sur le second membre Sm de degr�e m de l��equation
homologique ������� On utilise l�invariance du moment cin�etique et le fait que les op�erateurs
T� T � conservent le crochet de Poisson de deux fonctions 


T ��fHd� C�g� � fT ��Hd�� T
��C��g � � ������

Pour une s�erie f des variables z �respectivement �f en les variables �z�� on d�e�nit #f $k la partie
homog	ene de degr�e k de f en les variables z �respectivement # �f $k en les variables �z�� Si on
d�ecoupe alors la s�erie T ��fHd� C�g� �exprim�ee dans les nouvelles variables �z� degr�e par degr�e�
pour le degr�e m� �� on obtient 


mX
k���k pair

f#T ��Hd�$k� #T
��C��$m�k��g � � ������

En rempla�cant dans cette �egalit�e� les termes connus on obtient alors� sachant que� au degr�e
k� �Hk � #T ��Hd�$k� l��egalit�e suivante qui va nous permettre d�exprimer le second membre de
l��equation homologique 


f �H�� #T
��C��$m��g�

m��X
k���k pair

f �Hk� #T
��C��$m�k��g�

�fSm �
�

m� �
LWm��

� �H��� C
�
�g � � ������

��



Pour qu�une simpli�cation intervienne� on exprime le premier terme de cette �equation par le
d�eveloppement suivant 


#T ��C��$m�� �
m��X

k���k pair

T �
k �Cm���k

� �

�
m��X

k���k pair

T �
k �Cm���k

� ��
m��X
k��

�

m� �
LWk

� T �
m���k�C

�
��


 �z �
Rm��

� �

m� �
LWm��

�C�
� � ������

Le terme Rm�� ne d�epend que des Ck
� et des Wh pour h � m � �� Il ne d�epend donc pas de

Wm��� En utilisant ������� on obtient donc l��equation suivante� veri��ee par le second membre
de l��equation homologique 


fC�
� � Smg �

m��X
k���k pair

f �Hk� #T
��C��$m�k��g

�f �H�� Rm��g �
�

m� �
f �H�� fWm��� C

�
�gg �

�

m� �
ffWm��� �H�g� C�

�g ������

En utilisant l�identit�e de Jacobi et le fait que f �H�� C
�
�g � � ������� on obtient f �H�� fWm��� C

�
�gg�

ffWm��� �H�g� C�
�g � fWm��� f �H�� C

�
�gg � �� On obtient �nalement l��egalit�e fondamentale

suivante 


fC�
� � Smg �

m��X
k���k pair

f �Hk� #T
��C��$m�k��g� f �H�� Rm��g ������

Cette �egalit�e donne des renseignements sur le second membre de l��equation homologique pour
le degr�e m et elle ne fait pas intervenir Wm��� On a le m�eme type d��egalit�e en rempla�cant
C� par �C�� C�est	adire qu�on a le m�eme type d��egalit�e avec les �Cm

� � On rappelle d�autre part
que� comme C�

� � c� z�n dans les coordonn�ees issues de la diagonalisation� alors

������
�����
fC�

� � Smg � c�
�Sm
��z�n

f �C�
� � Smg � c�

�Sm
�z�n

������

Si il y a des mon�omes r�esonants de FG dans Sm alors ils apparaissent dans fC�
� � Smg sous la

forme de d�eriv�ees de
�nY
j��

jzj�zjjkj #�
�n��Y
j��

zj��z�n���n $l #�
�n��Y
j��

�zj�z
�n��
�n $

�l ������

par rapport 	a �z�n� Cette remarque l�egitime les d�e�nitions de FI et FG incluant les d�eriv�ees des
mon�omes par rapport 	a z�n ou �z�n �voir section ����� On se sert de la relation fondamentale
pr�ec�edente ������ pour tester si il y a des mon�omes r�esonants apparternant 	a FG dans le second
membre et donc pour d�eterminer la constructibilit�e d�une forme normale non r�esonante degr�e
par degr�e�

��



����	 Consid�erations g�en�erales sur les termes de fC�
� � Smg

le terme f �H�� Rm��g
Lemme � Pour tout m entier pair et non nul� f �H�� Rm��g ne contient pas de mon�omes de
FG�

D�emonstration � Comme l�op�erateur L H�
est diagonal� si un mon�ome de f �H�� Rm��g ap

partient 	a FG� il vient d�un m�eme mon�ome dans Rm�� mais le crochet de Poisson de ce
mon�ome de Rm�� par �H� est nul car ce mon�ome appartient 	a Ker�L H�

� �FG est inclu dans

Ker�L H�
��� Il n�y a donc pas de mon�omes r�esonants dans f �H�� Rm��g� �

le terme g�en�erique f �Hk� #T
��C��$hg

Lemme 	 Si� pour h un entier impair #T ��C��$hg contient des mon�omes de FG alors pour
tout k entier pair et non nul� f �Hk� #T

��C��$hg en contient� Reciproquement si #T ��C��$hg ne
contient pas de mon�omes de FG alors f �Hk� #T

��C��$hg non plus�

D�emonstration 	 Les sous espaces vectoriels FI et FG sont stables par l�application lin�eaire
L Hk

� En e�et� exprim�es dans les coordonn�ees polaire symplectiques � �Jj� ��j�� �Hk ne d�epend

que des coordonn�ees �Jj� Donc� pour un polynome P en les variables �z�

f �Hk� Pg �
�nX
j��

� �Hk

� �Jj

�P

� ��j
������

Et �P�� ��j contient les m�eme mon�omes que P �sauf les mon�omes ne d�ependant que des
actions �J� et � �Hk�� �Jj ne d�epend que des variables �J � Plus pr�ecis�ement� FI � Ker�L Hk

� et si

un mon�ome de FG est dans P � alors il se retrouve dans �P�� ��j� multipli�e par un polyn�ome
ne d�ependant que des actions et il donne donc des mon�omes r�esonants dans f �Hk� Pg� De plus�
la reciproque est vraie 
 si un mon�ome de FG est pr�esent dans f �Hk� Pg alors il y avait un
mon�ome de FG dans P � �
Par ce lemme� il su�t d��etudier les termes #T ��C��$h� Si h est le premier entier pour lequel
#T ��C��$h contient des mon�omes de FG alors f �Hk� #T

��C��$hg en contient aussi� De mani	ere 	a
savoir si des termes r�esonants apparaissent� on cherche 	a expliciter le terme #T ��C��$m 


#T ��C��$m �
m��X
k��

T �
k�C��m�k

� Cm
� �

m��X
k��

T �
k�C

m�k
� �� �

m� �

m��X
q��

LWq � T �
m���q�C

�
��� �

m� �
fWm� C

�
�g ������

Parmi les termes de #T ��C��$m on peut montrer facilement que certains ne contiennent pas de
termes r�esonants appartenant 	a FG�

��



Le terme Cm
� 


Lemme � Pour tout m� Cm
� ne contient pas de mon�omes r�esonants de FG�

D�emonstration � Les mon�omes des Cm
� � dans les variables non diagonalis�ees sont du type

yjjxjj�kxjyjj�ky �o	u j� kx� ky sont des entiers�� Apr	es diagonalisation� ces mon�omes donnent des
mon�omes du type

Q�n
j�� z

mj

j �z
�mj

j avec des relations particuli	eres pour les exposants �mj� �mj��
En e�et� la diagonalisation op	ere s�eparement sur les variables x et y et on note z�� � � � � zn les
variables venant de la diagonalisation des variables x et zn��� � � � � z�n celles venant des y� DoncPn

j��mj � kx et
Pn

j�� �mj � kx� Or le monome g�en�erique r�esonant de FG de degr�e impair est
de la forme

�nY
j��

jzj�zjjkj #�
�n��Y
j��

zj��z�n���n $l #�
�n��Y
j��

�zj�z
�n��
�n $

�l ��z�n ������

Si on l��ecrit sous la forme
Q�n
j�� z

mj

j �z
�mj

j cela donne les relations
Pn

j��mj �
Pn

j�� kj � nl etPn
j�� �mj �

Pn
j�� kj �n�l� Comme un mon�ome de Cm

� est forc�ement tel que
Pn

j��mj �
Pn

j�� �mj

alors on en d�eduit que l � �l donc que les mon�omes r�esonants de Cm
� sont dans FI � �

Le terme fWm� C
�
�g 


Lemme 
 Pour tout m� fWm� C
�
�g ne contient pas de mon�omes r�esonants de FG�

D�emonstration 
 Par construction� il n�y a pas de mon�omes r�esonants dans les Wm qui ne
contiennent que des mon�omes qui ne sont pas dans Ker�LH�

�� �

Conclusion

On se limite 	a l��etude de la s�erie #T ��C��$m� degr�e par degr�e� C�est en e�et le terme
f �H�� #T

��C��$mg qui donnera le premier terme r�esonant de FG s�il y en a un dans un second
membre de l��equation homologique� Par suite� l�entier m pour lequel un terme r�esonant de
FG apparait dans #T ��C��$m donne donc directement le degr�e maximum de construction de la
forme normale 
 on peut construire la forme normale jusqu�au degr�e m � ��

En particulier� il ne peut y avoir de termes r�esonants de FG dans #T ��C��$h qu�	a partir
de h � �n � � �m�eme remarque que dans la section ����� De cette remarque� on en d�eduit
que l�on peut toujours construire la forme normale jusqu�au degr�e �n � �� le premier terme
r�esonant ne pouvant apparaitre que dans f �H�� #T

��C��$�n��g donc dans S�n�

��
 Application �a la construction de la forme normale

dans le cas de trois corps

���� Au degr�e quatre

Pour le degr�e quatre� il n�y a pas de mon�omes v�eri�ant les relations de d�Alembert qui
sont dans FG 
 les mon�omes z�z�z��z�� et �z��z��z�z

�
� sont d�eja de degr�e �� On peut donc construire

la forme normale de degr�e quatre sans probl	eme�

��



���� Au degr�e six

Au degr�e six par contre il y a deux mon�omes r�esonants de FG possibles 
 z�z�z��z�� et
�z��z��z�z

�
� � Le second membre de degr�e six S� contient ces termes si et seulement si �S���z� ou

�S����z� contient respectivement les termes z�z�z��z�� et �z��z��z�z
�
� �

fC�� S�g � f �H�� #T
��C��$�g� f �H�� R�g ������

Gr�ace aux remarques du paragraphe �������� aucun mon�ome r�esonant de FG n�est pr�esent
dans le second membre� On peut donc construire la forme normale au degr�e six�

���	 Au degr�e huit

Au degr�e huit les choses sont un peu plus compliqu�ees et surtout le fait qu�il n�y ait pas
de mon�ome r�esonant de FG dans le second membre provient d�une suite de �coincidences��
Les huit mon�omes r�esonants possibles sont les suivants 
������

�����
jz�j�z�z�z��z�� � jz�j��z��z��z�z

�
� �

jz�j�z�z�z��z�� � jz�j��z��z��z�z
�
� �

jz�j�z�z�z��z�� � jz�j��z��z��z�z
�
� �

jz�j�z�z�z��z�� � jz�j��z��z��z�z
�
� �

������

La relation sur le second membre s��ecrit 


fC�� S�g � f �H�� #T
��C��$�g� f �H�� #T

��C��$�g� f �H�� R�g ������

Gr�ace aux remarques du paragraphe �������� aucun mon�ome r�esonant n�est pr�esent dans
f �H�� #T

��C�$�g et f �H�� R�g� Il reste le terme f �H�� #T
��C�$�g et gr�ace aux remarques pr�ecedentes�

il reste 	a �etudier le terme #T ��C�$�� On v�eri�e num�eriquement� gr�ace 	a TRIP� que #T ��C�$�
ne contient pas de modules r�esonants g�enants� Si on v�eri�e rigoureusement que #T ��C�$� ne
contient pas de mon�omes r�esonant �de la forme z�z�z��z�� ou �z��z��z�z

�
�� alors S� n�en contiendra

pas� On a

#T ��C�$� � T �
��C

�
� � � T �

��C
�
� � � T �

��C
�
� �

�
�

�
fW�� fW�� C

�
�gg �

�

�
fW�� C

�
�g �

�

�
fW�� C

�
�g� C�

�

������

Montrons qu�aucun de ces termes ne contient le mon�ome r�esonant z�z�z��z�� � D�apr	es les re
marques du paragraphe pr�ec�edent� les termes C�

� et fW�� C
�
�g ne contiennent pas ces termes

r�esonants�

Les termes fW�� C�g et fW�� fW�� C�gg �
Pour ces deux termes� on utilise le manipulateur alg�ebrique TRIP 
 On va prouver gr�ace

	a un calcul formel� que les deux relations	
fHd��� C

�
�g � �

fHd��� C
�
�g� fHd��� C

�
�g � �

������

��



su�sent 	a prouver qu�il n�y a pas de termes r�esonants dans fW�� C
�
�g et fW�� fW�� C

�
�gg�

On commence par d�e�nir un hamiltonien r�eel �g�en�erique� Hd � Hd�� � Hd�� en les variables
diagonalis�ees �z�� z�� z�� z�� �z�� �z�� �z�� �z�� qui satisfait les relations de d�Alembert et la parit�e en
les variables d�inclinaisons et tel que Hd�� soit diagonalis�e et contienne une fr�equence nulle�
Les expressions g�en�eriques sont les suivantes 


Hd�� � H��� z��z� � H��� z��z� � H��� z��z� ������

Hd�� � H��� z�� �z�� � H���� ��z��z�z�z� � z�z��z��z��
� H��� �z�� �z��z� � z�z��z��� � H���� ��z��z�z

�
� � z�z��z���

� H��� �z�� �z�� � z�� �z��� � H���� ��z��z
�
� � z�� �z���

� H��� z�z��z��z� � H���� ��z��z�z� � z�� �z��z��
� H��� �z�z��z�� � z�� �z��z�� � H���� ��z��z

�
� � z�� �z���

� H��� z�� �z�� � H���� z��z�z��z�
� H��� z�� �z�� � H���� �z��z�z��z� � z��z�z��z��
� H��� �z�� �z��z� � z�z��z��� � H���� z��z�z��z�
� H��� �z�� �z�� � z�� �z��� � H���� z��z�z��z�
� H���� z�z��z��z� � H���� �z��z�z��z� � z��z�z��z��
� H���� �z�z��z�� � z�� �z��z�� � H���� z��z�z��z�
� H���� z�� �z�� � H���� �z��z�z��z� � z��z�z��z��
� H���� ��z��z

�
� � z�� �z��� � H���� �z��z�z��z� � z��z�z��z��

� H���� ��z��z�z� � z�� �z��z�� � H���� �z��z�z��z� � z��z�z��z��
� H���� ��z��z

�
� � z�� �z��� � H���� �z��z�z��z� � z��z�z��z��

� H���� ��z��z�z
�
� � z�z��z���

Ensuite� on d�e�nit l�expression g�en�erique du moment cin�etique dans les variables diagonalis�ees
�en tenant compte de la forme ������ du moment cin�etique dans les variables non diago
nalis�ees� 


C�
� � C��� z� ������

C�
� � C��� z��z��z� � C��� z��z��z�

� C��� z��z��z� � C��� z��z��z�
� C��� z��z��z� � C���� z��z��z�
� C��� z��z��z� � C���� z��z��z�
� C��� z��z�� � C���� z��z��z�
� C��� z��z��z� � C���� z��z��z�
� C��� z��z�� � C���� z��z��

������

On calcule alors l�expression de W� en fonction des variables Hk�l et des diviseurs formels
Dn��n��n� � n��� �n��� �n��� puis l�expression des coe�cients du mon�ome r�esonant z�z�z��z�� �
not�es A� et A�� respectivement dans fW�� C

�
�g et fW�� fW�� C

�
�gg�

A� � �� C���� H���� D������

� � C���� H���� D������

� � C���� H���� D������

� � C���� H���� D������

� � C��� H���� D������

� � C��� H���� D������

������

��



A� � C����
� � H���� H���� D������� D������

� � H���� H���� D������ D������

� � H���� H���� D������ D������

� � H���� H���� D������ D�������

� � H���� H���� D������ D������

� � H��� H���� D������ D�������

������

On se sert ensuite de la relation fHd��� C
�
�g�fHd��� C

�
�g � � 
 en la calculant explicitement� on

obtient� entre autre� l�annulation des coe�cients suivants de H� dans les variables du syst	eme
diagonalis�e 


H��� � H���� � H���� � H���� � H���� �

� H���� � H���� � H���� � H���� � H���� � � ������

L�annulation de ces coe�cients explique l�annulation de A� et A�� On obtient de m�eme l�an
nulation des coe�cients de �z��z��z�z

�
� gr�ace 	a la relation fHd��� �C�

�g � fHd��� �C�
�g � �� Il n�y

a pas de mon�omes r�esonants g�enants dans ces deux termes et ceci gr�ace 	a la seule relation
fHd� C�g � ��

Conclusion �

On peut donc construire la forme normale au degr�e huit� Ceci gr�ace 	a l�invariance de la
direction du moment cin�etique seule� L�int�er�et de la m�ethode pr�esent�ee est de grandement
simpli�er les calculs� En e�et� si on avait regard�e le second membre brut de degr�e huit donn�e
par son expression ������� il aurait fallut �etudier tous les termes le donnant� ce qui fait inter
venir les polyn�omes H�� H�� H�� H�� W�� W� et W�� Ici on n��etudie une expression d�ependant
des s�eries� de tailles beaucoup plus petites� H�� H�� W�� C

�
� et C�

� � Cette m�ethode va nous
permettre� de m�eme� de prouver rigoureusement qu�il y a des termes r�esonants de FG dans le
second membre de l��equation homologique de degr�e dix�

���� Au degr�e dix

La relation sur le second membre s��ecrit 


fC�� S��g � f �H�� #T
��C��$�g� f �H�� #T

��C��$�g� f �H�� #T
��C��$�g� f �H�� R�g ������

Gr�ace aux deux remarques du paragraphe ������ aucun mon�ome r�esonant de FG n�est pr�esent
dans f �H�� #T

��C��$�g et f �H�� R�g� De m�eme� gr�ace aux constatations du paragraphe pr�ec�edent�
f �H�� #T

��C��$�g ne contient pas de termes r�esonants de FG� Donc� dans S��� seul le terme
f �H�� #T

��C��$�g peut contenir des termes r�esonants de FG et on concentre l��etude sur #T ��C��$��
On a tout d�abord v�eri��e num�eriquement avec TRIP qu�en e�et #T ��C��$� en contient� Un
calcul formel plus rigoureux a �et�e ensuite men�e pour arriver 	a montrer que dans #T ��C��$� le
coe�cient du mon�ome r�esonant �z��z��z�z

�
� jz�j� appartenant 	a FG n�est pas nul en g�en�eral� On a

calcul�e explicitement ce coe�cient par une m�ethode de calcul formel qui donne celuici comme
une s�erie des masses et des demigrands axe des plan	etes� Pour le calcul de cette s�erie� on a
d�abord calcul�e les parties H�� H� et H� du hamiltonien en fonction des variables de Poincar�e

��



�x�� �x�� x�� �x�� y�� �y�� y�� �y�� du rapport des demigrands axes 
� des param	etres
p

!� et
p

!�

et des coe�cients de Laplace �b
	�

���� b

	�

���� pour H�� �b

	�

���� b

	�

���� pour H� et �b

	�

���� b

	�

���� pour H�

�en accord avec l�article �Laskar et Robutel� ����� qui fournit le degr�e optimal k du choix des

coe�cients de Laplace b
	l

k�� pour exprimer la s�erie Hm avec le moins de termes possibles�� Les

termes de cette s�erie ont alors des coe�cients rationnels ce qui permet de r�ealiser un calcul de
fa�con rigoureuse� On diagonalise alors le hamiltonien ce qui fait intervenir les param	etres c
 �
cos��x�� s
 � sin��x� et

p
!� � !� �voir section ������� Lors de la construction de la forme nor

male �construction de W� et W��� on fait apparaitre les diviseurs sous forme formelle 
 Dk��k� �
�k��� � k����

�� �comme �� � ��� � ��� on peut exprimer tout diviseur 	a l�aide d�un Dk��k� 

�m����m����m����

�� � ��m��m������m��m�����
�� � Dm��m��m��m�

� � On a besoin des di
viseurs suivants 
 D���� D���� D����� D����� D���� D���� D���� D���� D���� D���� D���� D���� D����� D����
D���� D���� D��� pour exprimer W� et W�� Pour la s�erie repr�esentant le coe�cient du terme
r�esonant �z��z��z�z

�
� jz�j� dans #T ��C��$�� on a �nalement besoin de �� coe�cients d�ependant

des demigrands axes s�eculaires et des masses du syst	eme� Cette s�erie contient plus de ����
termes� La �gure suivante ��gure ���� montre la valeur de cette s�erie en fonction du rapport
des demi grands axes pour le cas des masses du syst	eme SJS�
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en fonction du rapport 
 des demigrands axes �les masses du syst	eme sont �x�ees et le demi
grand axe de Saturne aussi� on ne fait varier que la demi grand axe de Jupiter��

On voit donc que ce coe�cient n�est en g�en�eral pas nul sur le domaine de variation de

 s�eculaire pour le probl	eme SJS� Le developpement asymptotique de ce coe�cient quand 

tend vers z�ero est

�
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p
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On ne peut pas� en g�en�eral� construire une forme normale de Birkho� au degr�e dix et aux
suivants�

��� Conclusions

La preuve fournie pour d�emontrer la constructibilit�e de la forme normale de Birkho�
jusqu�au degr�e � est assez alambiqu�ee et provient plut�ot d�un hasard 
 du fait que la relation
fHd��� C

�
�g�fHd��� C

�
�g � � est veri��ee� on a l�annulation de plusieurs coe�cients de mon�omes

de Hd��� Le r�esultat le plus important est d�avoir montr�e que la construction de la forme
normale ne coulait pas de source et qu�elle est en g�en�eral impossible pour le degr�e ���

��� Remarques

����� Cas d�une s�ecularisation �a un ordre plus �elev�e

Si on consid	ere le probl	eme s�ecularis�e 	a un ordre sup�erieur du rapport des masses� la rela

tion de trace nulle n�est plus v�eri��ee� Les termes
Q�n
j�� �z

kj
j

��z
�kj
j du second membre de l��equation

homologique donnant un diviseur
P�n

j���kj � �kj��j nul 	a cause de la seule relation restante�
la fr�equence nulle� sont alors tel que 
 kj � �kj � � pour � � j � �n � �� Comme ces termes
v�eri�ent les relations de d�Alembert� on a

P�n
j���kj � �kj� � � donc k�n � �k�n � �� Pour tout j

tel que � � j � �n on alors kj � �kj et les seuls mon�omes apparaissant dans le second membre
de l��equation homologique sont des termes de FI � Dans le cas d�une s�ecularisation 	a un ordre
plus �elev�e on peut donc construire en g�en�eral la forme normale de Birkho� 	a tout ordre�

����� Construction de la forme normale de Birkho� et r�eduction

simultan�ee

Supposons que l�on ne peut construire la forme normale de Birkho� que jusqu�au degr�e N
pair� Ceci est �equivalent 	a dire qu�il n�y a pas de termes r�esonants de FG dans #T ��C��$k pour
tout k � N � � et qu�il y a des termes r�esonants de FG dans #T ��C��$N��� Dans ce cas� �Hm ne
contient que des monomes de FI pour m � N et ne d�epend donc que des variables d�action
�J�� �J�� � � � � �J�n�

Proposition � Pour tout m � N � �Hm ne d�epend pas de la variable �J�n�

D�emonstration � On va d�emontrer cette propri�et�e par r�ecurrence� On fait l�hypoth	ese de
r�ecurrence suivante �au rang m� 
 #T ��C��$m�� � FI et �Hm�� ne d�epend pas de la variable �J�n�

Cette hypoth	ese est v�eri��ee pour m � �� En e�et� �H� ne d�epend pas de �J�n car la fr�equence
��n est nulle� De plus #T ��C��$� � c�z�n et donc #T ��C��$� � FI � Supposonsla v�eri��ee 	a tout
ordre� de � jusqu�	a m 	 �� On consid�ere l��equation ������ 


fC�
� � Smg � f �H�� Rm��g�

m��X
k���k pair

f �Hk� #T
��C��$m�k��g ������

��



Dans l��egalit�e pr�ec�edente� on a les termes f �Hk� #T
��C��$m�k��g � � gr�ace 	a l�hypoth	ese de

r�ecurrence� En e�et� �Hk d�epend des variables �J�� �J�� � � � � �J�n�� et #T ��C��$m�k�� des variables
�J�� �J�� � � � � �J�n��� �z�n� ��z�n et leur crochet de Poisson est donc nul� On a donc

fC�
� � Smg � f �H�� Rm��g ������

Comme f �H�� Rm��g ne contient pas de termes de Ker�L H�
�� �Sm����z�n ne contient pas de

termes de FI � Donc � �Hm����z�n ne contient pas de termes de FI � Comme �Hm � FI � on a
� �Hm����z�n � �� Ce qui d�emontre que �Hm ne d�epend pas de la variable �J�n� Supposons main
tenant que m � N � L��egalit�e

mX
k���k pair

f �Hk� #T
��C��$m�k��g � � ������

donne� gr�ace aux consid�erations pr�ec�edentes�

f �H�� #T
��C��$m��g � � ������

#T ��C��$m�� ne contient donc que des termes de Ker�L H�
� � FI � FG � FO� On suppose que

FO � f�g� De plus f �H�� #T
��C��$m��g ne contient pas de termes de FG par hypoth	ese� Donc

#T ��C��$m�� � FI � Et l�hypoth	ese de r�ecurrence est bien h�er�editaire si m � N � On a donc

d�emontr�e que� pour tout m � N � �Hm ne d�epend pas de la variable �J�n� �
On a donc d�emontr�e que� tant qu�on peut construire une forme normale de Birkho�� non

r�esonante� celleci ne d�epend pas de la variable �J�n� La construction de la forme normale
de Birkho� r�eduit donc directement le probl	eme� Ainsi� pour une s�ecularisation 	a un ordre
sup�erieur du rapport des masses� quand� en g�en�eral� la relation de trace nulle n�est pas v�eri��ee�
si on construit la forme normale de Birkho� 	a tout ordre� on r�eduit le probl	eme par la m�eme
occasion� Toutefois� il est plus facile de r�ealiser la r�eduction avant de construire la forme
normale� comme pr�esent�e dans le chapitre ��

Le nouvel hamiltonien �H ne d�epend que des actions �J �formellement�� On d�e�nit alors les
nouvelles fr�equences comme �etant les valeurs de � �H�� �J � Ces fr�equences varient sur l�espace des
phases� Comme la proposition � est vraie� on sait qu�il existe encore une fr�equence nulle dans le
probl	eme normalis�e dans tout l�espace des phases� A contrario� on a constat�e num�eriquement
que la relation de trace nulle est une relation purement lin�eaire et qu�en g�en�eral elle n�est pas
v�eri��ee pour le probl	eme normalis�e� d	es le degr�e ��

�� Conclusion� cas g�en�eral de N corps

Le cas g�en�eral de N corps n�a pas �et�e abord�e pratiquement mais� 	a priori� on devrait
retrouver un comportement similaire 
 l�impossibilit�e de construire une forme normale de
Birkho� d�ecoulant des relations de r�esonance� Cette impossibilit�e marque l�arr�et de la mise
en place de la m�ethode perturbative voulue� bas�ee sur la construction 	a un degr�e �elev�e d�une
forme normale de Birkho�� Si on consid	ere le probl	eme s�eculaire 	a un ordre plus �elev�e du
rapport des masses� la relation de trace nulle n�est plus veri��ee et� 	a priori� cela permet de

��



construire formellement la forme normale 	a n�importe quel ordre� Toutefois� les mon�omes de
FG donnent quelquefois des petits diviseurs lors de cette construction qui peuvent avoir un
e�et important sur la convergence des s�eries consider�ees et donc sur l�e�cacit�e des m�ethodes
de perturbation� Tous ces probl	emes de construction peuvent se r�esoudre simplement en e�ec
tuant une r�eduction partielle li�ee 	a l�invariance de la direction du moment cin�etique �chapitre
��� Cette r�eduction permet ensuite de prouver que les relations de fr�equence nulle et de trace
nulle n�emp	echent plus la construction de la forme normale de Birkho� et ceci 	a n�importe
quel degr�e�
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Chapitre �

R�eductions li�ees �a l�invariance du

moment cin�etique

Il y a de nombreuse motivations 	a rechercher une mani	ere de r�eduire le probl	eme en
utilisant les int�egrales du moment cin�etique� La premi	ere est que la r�eduction nous permet de
r�esoudre la di�cult�e qui apparait dans la section pr�ec�edente �chapitre �� li�ee 	a la construction
de la forme normale de Birkho�� En e�et� on a vu que la fr�equence nulle est en relation �etroite
avec l�int�egrale C�� En r�eduisant le probl	eme en utilisant cette int�egrale C�� on n�aura plus de
fr�equence nulle ce qui permettra de construire de la forme normale de Birkho� 	a tout ordre
�voir section ������� La seconde motivation est d�obtenir un syst	eme qui contient moins de
variables et sur lequel des m�ethodes perturbatives seront donc plus faciles 	a mettre en oeuvre�
les s�eries consid�er�ees contenant moins de variables et donc moins de termes �voir annexe D��

On va� durant ce chapitre� revenir 	a un probl	eme plan�etaire g�en�eral� non s�ecularis�e� De
nombreuses mani	eres de r�eduire le nombre de degr�es de libert�e du probl	eme en utilisant les
int�egrales li�ees au moment cin�etique ont �et�e trouv�ees depuis �Lagrange� ������ La r�eduction
th�eorique est pr�esent�ee dans �Meyer et Hall� ���� et Arnold et al�� ������ Pour le probl	eme
plan�etaire de n � � corps� la di�cult�e est de trouver pratiquement le syst	eme de variables
les plus simples pour exprimer le probl	eme r�eduit et qui pourrait �etre utilis�e pour la mise
en oeuvre de m�ethodes perturbatives� C�est	adire de trouver un changement de variables
canonique e�ectuant la r�eduction en partant de variables li�ees aux �el�ements elliptiques�

Aucune r�eduction pratique compatible avec une m�ethode perturbative dans le cas de
n � � corps par un changement de variables simple n�est connu sauf pour trois corps o	u une
r�eduction simple existe� appel�ee ��elimination des noeuds� �Jacobi� ������ Bennett a propos�e
une m�ethode pour la r�eduction dans le cas g�en�eral de n � � corps mais cette m�ethode est
tr	es di�cile 	a mettre en oeuvre �Bennett� ���� voir aussi Hagihara� ����a�� Depuis� une
succession de travaux �Boigey� ���� et Deprit� ������ ont propos�e� en utilisant une chaine de
rep	eres �d�une mani	ere similaire 	a la r�eduction par l�invariance de la quantit�e de mouvement
gr�ace 	a une chaine de rep	eres barycentriques de Jacobi�� une r�eduction explicite pour � corps
puis pour n � � corps plus simple que la r�eduction de Bennett mais assez di�cile 	a mettre
en oeuvre� De plus� dans ces �etudes� les variables r�eduites n�ont pas un sens physique simple
ce qui complique l�interpr�etation et le traitement du probl	eme� En particulier� le calcul des
s�eries perturbatives dans ces nouvelles variables est tr	es compliqu�e�

Dans cette partie� on propose une nouvelle m�ethode bas�ee sur une r�eduction partielle du
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probl	eme 
 seule la direction du moment cin�etique est prise en compte et non sa norme� Dans
le cas de trois corps� dans le plan invariant� les angles des noeuds ascendants sont oppos�es et
la r�eduction partielle peut �etre e�ectu�ee facilement� dans l�esprit de l��elimination des noeuds
de Jacobi� Dans le cas g�en�eral de n � � corps� on utilise l�int�egrale C� ������ pour exprimer
deux des variables en fonction des autres dans le hamiltonien et la deux forme symplec
tique du probl	eme� Lorque l�on consid	ere ce nouveau syst	eme� on perd la forme standard des
�equations hamiltoniennes� N�eanmoins� on peut faire ensuite une transformation additionnelle
�non canonique� de mani	ere 	a ramener la deux forme symplectique 	a une forme standard�
en utilisant une version constructive du th�eor	eme de Darboux� Cette �etape fait appel 	a un
logiciel de calcul formel et les transformations sont construites jusqu�	a un certain degr�e en les
variables d�excentricit�e et d�inclinaison� Cette r�eduction partielle pr�esente d�autres avantages
�en plus de ceux pr�esent�es dans les motivations� cidessus� 
 dans le probl	eme partiellement
r�eduit� l�origine du probl	eme s�eculaire reste un point �xe et il n�y a pas de singularit�e quand
les inclinaisons tendent vers z�ero comme dans la r�eduction de Jacobi �Robutel� ������ D�autre
part� on garde les sym�etries du probl	eme 
 relations de d�Alembert et de sym�etrie dans les
variables d�inclinaison� On remarque �nalement que� cette r�eduction partielle �etant achev�ee�
un r�eduction compl	ete� utilisant la norme du moment cin�etique peut �etre aisement r�ealis�ee
�sections ����� et �������

��� R�eduction pour le probl�eme plan�etaire des trois

corps

Dans le cas particulier du probl	eme plan�etaire des trois corps� il existe une r�eduction
simple� la r�eduction de Jacobi� qui enl	eve deux degr�es de libert�e au syst	eme� Mais dans ce
cas� des di�cult�es apparaissent� On doit inclure un param	etre additionnel dans l�expression du
hamiltonien �la valeurCz de la norme du moment cin�etique�� Certaines sym�etries sont rompues
�relations de d�Alembert�� On introduit une singularit�e quand les inclinaisons tendent vers z�ero
�Robutel� ������ Finalement� le point �xe du probl	eme s�eculaire �	a l�origine des coordonn�ees�
ne repr�esente pas la m�eme solution pour le probl	eme r�eduit et nonr�eduit �voir la remarque �
de la section ����� et la section �������

En r�ealisant la r�eduction partielle pr�esent�ee cidessous� bas�ee sur l�invariance de la direction
de C� on r�eduit le syst	eme d�un seul degr�e de libert�e mais en �evitant les quatre d�esavantages
de la r�eduction de Jacobi mentionn�es� On consid�erant ce fait� on peut avoir int�er�et 	a s�arr	eter
apr	es la r�eduction partielle �une discussion compar�ee est r�ealis�ee dans la section ������� Mais�
suivant le probl	eme que l�on consid	ere� on peut choisir de r�eduire totalement ce probl	eme en
utilisant la relation restante 
 la constance de la norme du moment cin�etique� Cette r�eduction
totale est r�ealis�ee facilement et de di��erentes fa�cons incluant la r�eduction de Jacobi �voir
remarque � de la section �������

	���� La r�eduction partielle

La r�eduction partielle peut �etre r�ealis�ee th�eoriquement si on a fCx� Cyg � Cz 
� � �Meyer�
������ Pour un syst	eme plan�etaire� les plan	etes� massives� tournent autour de l��etoile dans le
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m�eme sens 
 la norme de C est donc strictement positive et cette r�eduction peut �etre r�ealis�ee�
Dans le cas de deux plan	etes� les composantes du moment cin�etique sont 
����

���
C� � y�

vuut!� � jx�j� � jy�j�
�

� y�

vuut!� � jx�j� � jy�j�
�

Cz � !� � !� � jx�j� � jx�j� � jy�j� � jy�j�
�����

Si on e�ectue une transformation en coordonn�ees polaires symplectiques pour les variables
d�inclinaison y� �

p
��e

i�� � y� �
p
��e

i�� � l�int�egrale premi	ere complexe C� � � donne deux
int�egrales premi	eres r�eelles 


"� � "� � � �����

���!� � jx�j� �
��

�
� � ���!� � jx�j� �

��

�
� �����

Donc� pour trois corps� l�int�egrale C� � � implique que les noeuds des deux plan	etes sont
oppos�es ������ Cette opposition des noeuds� base de la r�eduction� n�est veri��ee que dans le
plan invariant� Le r�ole sp�ecial du plan invariant est abord�e dans la section �������� Dans ces
nouvelles coordonn�ees� la forme symplectique devient

� � d�� � d!� � d�� � d!� � i�dx� � d�x� � dx� � d�x�� � d"� � d�� � d"� � d�� �����

Si on e�ectue le transformation lin�eaire canonique suivante���
�� �� �

"� � "�

�
� �� �

"� � "�

�
�

r� � �� � ��� r� � �� � �� �
�����

Les deux int�egrales premi	eres ��������� deviennent

�� �
�

�
�����

�r� � r���!� � jx�j� �
r� � r�

�
� � �r� � r���!� � jx�j� �

r� � r�

�
� �����

La restriction de la deux forme symplectique � 	a la sousvari�et�e d�e�nie par les int�egrales
premi	eres ����� et ����� est 


� � d�� � d!� � d�� � d!� � i�dx� � d�x� � dx� � d�x�� � d�� � dr� � �����

Le passage des coordonn�ees de Poincar�e cart�esiennes 	a des variables polaires symplectiques in
troduit une singularit�e lorsque les inclinaisons sont nulles� Mais on peut �eviter cette singularit�e
en utilisant le changement de variable y �

p
r�e

i�� � Alors�

� � d�� � d!� � d�� � d!� � i�dx� � d�x� � dx� � d�x� � dy � d�y� � �����

On obtient donc un nouveau syst	eme de variables dans lequel la r�eduction est achev�ee� L�an
alyticit�e de cette transformation est obtenue quand on donne l�expression des variables y�� y�
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en fonction des y� �y et des variables inchang�ees ���� ���!��!�� x�� x�� �x�� �x��� Des �equations
����� ����� on obtient

y� �

vuutr� � r�

�
ei��ei�� � i

yp
�

vuut� �
r�

r�
� ������

En utilisant la deuxi	eme int�egrale ������ on a

r�

r�
�

!� � !� � jx�j� � jx�j�
!� � !� � jx�j� � jx�j� � r�

� ������

Et donc�

y� � i
yp
�

vuut� �
!� � !� � x��x� � x��x�

!� � !� � x��x� � x��x� � y�y
������

Par la m�eme m�ethode� on trouve

y� � �i yp
�

vuut�� !� � !� � x��x� � x��x�

!� � !� � x��x� � x��x� � y�y
������

Le hamiltonien r�eduit est alors obtenu par la substitution des y�� y� par leur expression ������
������ Ces expressions conservent la parit�e dans les variables y� �y et comme y� et y� satisfont
des relations de d�Alembert dans les nouvelles variables� le nouvel hamiltonien v�eri�e les
m�emes relations� Exprim�es 	a l�aide des �el�ements elliptiques classiques ������ on a

jyj� � !�

q
�� e����� cos�I��� � !�

q
�� e����� cos�I��� ������

Donc� quand les excentricit�es et les inclinaisons sont proche de z�ero� jyj� � ��
�
I�� � ��

�
I�� est

aussi proche de z�ero� La variable y est� dans un certain sens� une valeur moyenne entre les
deux variables d�inclinaison et quand y tend vers z�ero� les inclinaisons tendent aussi vers z�ero�
En pratique� comme le hamiltonien H� est une s�erie des variables xj� �xj� yj� �yj ������ dans le
hamiltonien r�eduit� on d�eveloppe les expressions ������ ����� en s�erie des x�� �x�� x�� �x�� y� �y�
qui sont de petites quantit�es dans un probl	eme plan�etaire�

Remarque 	 Dans le probl	eme plan�etaire s�eculaire 	a l�ordre � des masses� le point origine
�x� � x� � y� � y� � �� est un point �xe� Dans les nouvelles coordonn�ees� l�origine �x� �
x� � y � �� reste un point �xe du probl	eme s�eculaire qui correspond 	a la m�eme solution
physique 
 des orbites circulaires et coplanaires�

	���� R�eduction totale

Le hamiltonien obtenu apr	es la r�eduction partielle satisfait toujours les relations de d�Alem
bert� La �n de la r�eduction� qui utilise la troisi	eme coordonn�ee Cz du moment cin�etique est
donc possible� Dans les nouvelles variables� comme jyj� � jy�j� � jy�j� ��equation ����� on a

Cz � !� � !� � jx�j� � jx�j� � jyj� ������

��



Pour transformer cette int�egrale premi	ere en une relation lin�eaire entre les variables� on
e�ectue une transformation en coordonn�ees polaires symplectiques 
 x� �

p
R�e

i�� � x� �p
R�e

i�� � y �
p
Rei� qui pr�esente une singularit�e quand une des variables x�� x� ou y est �egale

	a z�ero� On a
Cz � !� � !� �R� � R� �R � ������

La r�eduction totale peut �etre alors r�ealis�ee de di��erentes mani	eres parmi lesquelles on retrouve
la r�eduction de Jacobi� On utilise un changement de variable lin�eaire pour lequel Cz ������
sera une des nouvelles coordonn�ees� par exemple 
�

BBBBBB�

�!�

�!�

�R�

�R�

�R

�
CCCCCCA �

�
BBBBBB�

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
�� �� � � �

�
CCCCCCA

�
BBBBBB�

!�

!�

R�

R�

R

�
CCCCCCA ������

La variable �R � �Cz est constante� Par conjugaison� les nouvelles variables angulaires sont�
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On revient alors 	a des variables d�excentricit�es rectangulaires 
 �x� �
q

�R�e
i �� � �x� �

q
�R�e

i �� �
Comme on e�ectue un autre transformation polaire� les singularit�es x� � x� � � disparaissent
et la seule restante est obtenue pour des inclinaisons nulles �y � ��� La variable �" n�est pas
d�e�nie dans ce cas� Le changement de variables �nal est��������������

�������������
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Comme le hamiltonien H� satisfait les relations de d�Alembert� la variable �" n�apparait pas
dans son expression� Gr�ace 	a la parit�e en les variables d�inclinaison �y� �y�� H� ne d�epend
seulement que de jyj� et aucune racine venant de ������ n�est pr�esente dans son expression
�nale� Comme pr�evu� un nouveau param	etre Cz apparait dans l�expression de H�� En se
restreignant 	a la sous vari�et�e d�e�nie par �R � �Cz� la deuxforme symplectique devient

� � d��� � d�!� � d��� � d�!� � i�d�x� � d ��x� � d�x� � d ��x�� ������

La r�eduction est donc totalement r�ealis�ee� Le point �xe ��x� � �x� � �� est un point �xe
du nouveau syst	eme s�eculaire� Mais ce point �xe est di��erent du point �xe obtenu apr	es la

��



r�eduction partielle 
 il repr�esente des orbites circulaires avec des inclinaisons �x�ees qui sont
g�en�eralement non nulles �jyj� � �Cz � !� � !�� et les formules ����������� permettent de
remonter aux valeurs� �x�ees� des inclinaisons�

Les nouvelles variables �x�� �x� sont les m�emes que les coordonn�ees de Poincar�e d�e�nies
apr	es la r�eduction de Jacobi �Robutel� ����� 	a une translation en angles pr	es� En e�et� on a
pour la transformation de Jacobi 
��������

�������
�x� � x� e

�i�� � x� e
�i	��

�

�



�x� � x� e
�i�� � x� e

�i	��
�

�



������

Et pour notre transformation 	
�x� � x� e

�i�

�x� � x� e
�i� ������

La principale di��erence entre ces deux mani	eres de r�ealiser cette r�eduction vient du fait que
la r�eduction de Jacobi est directe� Dans les variables de Delaunay� on ne peut s�eparer les
deux r�eductions �partielle et totale� qui se font simultan�ement� par une seule transformation
lin�eaire� Les variables de Delaunay sont les variables �lj� gj� �j� �jLj� �jGj� �j(j� li�ees aux
�el�ements elliptiques �Robutel� ����� 
����

���
Lj �

p
�jaj lj � Mj�anomalie moyenne�

Gj � Lj

q
�� e�j gj � �j�argument du perihelie�

(j � Gj cos�Ij� �j � "j

������

Dans ces variables� la r�eduction est r�ealis�ee par le changement de variables canonique suivant 
�����������
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Pour r�ealiser pratiquement cette r�eduction� on exprime ��� ��� (� et (� en fonction de
��� ��� )� et )� dans le hamiltonien� On remarque alors que )� est �egal 	a Cz et )� �
����G

�
�����G

�
���Cz� Comme )� est une int�egrale premi	ere� �� n�apparait pas dans l�expression

du hamiltonien r�eduit et �� � ����� Pour la r�eduction partielle� on r�ealise la m�eme trans
formation lin�eaire pour les angles des noeuds mais comme la variable conjugu�ee de �� n�est
pas� comme dans les variables de Delaunay� l�int�egrale Cz� le hamiltonien partiellement r�eduit
d�epend encore de la variable ��� On doit faire une r�eduction suppl�ementaire pour retrouver
la r�eduction de Jacobi�

La r�eduction pr�esent�ee et celle� bien connue� de Jacobi peuvent alors apparaitre comme
�etant redondantes mais faire cette r�eduction en deux �etapes permet de choisir parmi trois
r�eductions totales possibles �voir remarque ��� De plus� l�apparition du param	etre li�e 	a Cz est

��



plus simple �le param	etre d dans notre �etude �voir remarque �� compar�e au param	etre D�

dans �Robutel� ������� En�n� le fait que l�on conserve les relations de d�Alembert� qu�il n�y
ait pas de singularit�e quand les inclinaisons tendent vers z�ero et que le point �xe du probl	eme
s�eculaire reste le m�eme peut inciter 	a ne faire qu�une r�eduction partielle du probl	eme �pour
une discussion plus pr�ecise� voir section �������

Remarque � Calculer le hamiltonien non r�eduit et faire ensuite les deux r�eductions pr�ec�edentes
n�est pas forc�ement la meilleure facon d�obtenir le hamiltonien compl	etement r�eduit� En e�et�
le calcul direct du hamiltonien r�eduit comme dans �Robutel� ����� est s�urement plus rapide�
Cependant� si on a d�eja une expression du hamiltonien de trois corps non r�eduit� on peut
r�ealiser la r�eduction d�une facon simple 
 en remarquant que dans ������ ����� le d�enominateur

est Cz� on peut remplacer x� par �x�� x� par �x� et le mon�ome g�en�eral y�
k�y�

k� �y
�k�
� �y

�k�
� par l�ex

pression suivante 
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k� � k� � �k� � �k�
� �

Cz � �!� � �!� � �x���x� � �x���x�

�Cz

�

k��k��
�k��

�k�
�

�
q
Cz � �!� � �!� � �x���x� � �x���x�

	k���k�


�
q
Cz � �!� � �!� � �x���x� � �x���x�

	k���k�


������

Remarque 
 Si on consid	ere l�expression ������ de Cz et son expression� sym�etrique en les
variables �R�� R�� R�� la r�eduction pr�ec�edente peut �etre r�ealis�ee de deux autres mani	eres� Au
lieu d��eliminer la variable y� on peut choisir d��eliminer x� ou x�� Si on �elimine x� par exemple�
la transformation ������ devient 
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o	u �	� est l�argument de la variable x�� Dans ce cas� on n�a plus de singularit�e quand les
inclinaisons sont nulles mais quand l�excentricit�e e� est �egale 	a z�ero �x� � ��� La princi
pale di��erence entre cette r�eduction et celle de Jacobi est que� comme on a seulement une
parit�e globale en les variables d�excentricit�e x�� x�� �x� et �x�� dans le nouveau syst	eme� on

doit d�evelopper
q
�Cz � �!� � �!� � �x���x� � �y��y en une s�erie des �x�� ��x�� �y� ��y� qui va donner des

termes de degr�e impair et en particulier des termes de degr�e � dans l�expression du nou
vel hamiltonien� A cause de ces termes� le point �x� � �y � �� n�est pas un point �xe du
syst	eme s�eculaire� N�eanmoins� la r�eduction totale choisie d�epend du probl	eme consid�er�e et
cette r�eduction peut �etre valable dans certains cas� en particulier le cas plan 
 gr�ace 	a la
parit�e en y� �y� si les inclinaisons sont �egales 	a z�ero �y � ��� le syst	eme restera ind�e�niment

��



dans le plan invariant� Le syst	eme s�eculaire associ�e a alors un seul degr�e de libert�e �variables
�x�� ��x��� devient int�egrable �Poincar�e� ����� et peut �etre plus facilement �etudi�e�

Remarque � Une remarque importante est que ces deux r�eductions �partielle et totale�
sont r�ealis�ees de la m�eme mani	ere pour le probl	eme classique o	u pour le probl	eme s�eculaire
	a n�importe quel ordre du rapport des masses� En e�et� comme on l�a d�eja rappel�e dans la
section ���� les int�egrales premi	eres C�� Cz ont la m�eme expression que ����������� pour le
probl	eme s�ecularis�e 	a tout ordre du rapport des masses �Laskar� ������

Remarque � Dans l��equation ������� le terme �Cz � !� � !� not�e d� est du m�eme ordre
de grandeur que les petites quantit�es jx�j�� jx�j� et jyj�� C�est donc une petite quantit�e et on
peut d�evelopper le hamiltonien r�eduit en fonction de cette variable d� Dans le cas s�eculaire� d
est une constante et son utilisation �equivaut� plus ou moins� 	a l�utilisation du param	etre D�

rencontr�e lors de l��elimination des noeuds dans les travaux �Robutel� ����� et �Locatelli et
Giorgilli� ������

��� Cas g�en�eral de n plan�etes

Dans le cas plus g�en�eral de n plan	etes �n  ��� la r�eduction partielle pr�ec�edente ne
peut �etre r�ealis�ee� En e�et� l�opposition des noeuds �"� � "� � �� est essentielle dans cette
r�eduction� Dans le cas g�en�eral� il n�y a pas de relation lin�eaire de ce type entre les noeuds et
une g�en�eralisation facile n�est pas possible� Cependant� la r�eduction partielle peut �etre r�ealis�ee
par une autre m�ethode�

	���� R�eduction partielle et forme symplectique standard

L�int�egrale C� ������ nous permet d�exprimer les variables yn et �yn en fonction des autres
variables� On consid	ere l��equation du second degr�e d�inconnue jynj� obtenue 	a partir de C� �
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jynj��!n � jxnj� �
jynj�

�
� � j
j� ������
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n��X
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jyjj�

�
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Parmi les deux solutions de cette �equation� on choisit pour yn la racine qui tend vers z�ero
quand les variables �yj�	��j�n��
 tendent aussi vers z�ero 
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Pour r�eduire le probl	eme� on remplace alors yn et �yn par leur expression ������ dans le hamil
tonien� Comme ������ satisfait les relations de d�Alembert� il en est de m�eme pour le hamil
tonien� Pratiquement� les expressions de yn et �yn sont d�evelopp�ees en s�eries jusqu�	a un degr�e
�xe d en les variables x� y�� Le probl	eme est que la restriction de la forme symplectique ������

�Par la suite� x � �x�� � � � � xn�� y � �y�� � � � � yn����� � ���� � � � ��n�� � � ���� � � � � �n��

��



	a la sousvari�et�e C� � � n�est plus standard et que la forme standard des �equations n�est donc
plus conserv�ee� On a maintenant

� �
nX

k��

#d�k � d!k � i�dxk � d�xk�$�
n��X
k��

i�dyk � d�yk�� i dfy � d �fy ������

o	u yn � fy�x� y�!� est d�evelopp�ee en une s�erie des variables x� y et dont les coe�cients
d�ependent de !� La forme symplectique � peut �etre �ecrite sous la forme d�une s�erie 


� �
��X
k��

�k ������

o	u �k est la partie de la deuxforme dont les coe�cients sont des polyn�omes homog	enes de
degr�e k en les variables x� y� Comme au premier ordre en les variables x� y� on a ������ 
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le premier terme �� de la �forme� qui consiste en des termes dont les coe�cients ne d�ependent
pas de �x� y�� est

�� �
nX

k��

#d�k � d!k � i�dxk � d�xk�$�
n��X
k��

i�dyk � d�yk�� i
n��X
j�k��

q
!j!k

!n

dyj � d�yk ������

Et donc� m�eme 	a l�ordre z�ero en �x� y�� la deuxforme symplectique n�est pas standard� Nous
allons construire une transformation non canonique� degr�e par degr�e en �x� y�� de mani	ere 	a
retrouver une deuxforme standard� A l�ordre �� cette transformation sera r�ealis�ee par une
transformation lin�eaire� A un ordre plus �elev�e� on va utiliser une version constructive d�un
th�eor	eme de Darboux pour trouver une transformation proche de l�identit�e et telle que� dans
les nouvelles variables� la forme symplectique soit standard�

Remarque � Dans la forme symplectique �� les termes d� sont seulement pr�esents dans ��
car fy ne d�epend pas des �j�

R�eduction �a l�ordre �

Dans le syst	eme de coordonn�ees ��� x� y�!��i�x��i�y�� la matrice de �� est�
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La deuxforme symplectique �� est d�eja standard en les variables x� ��!� On va donc e�ectuer
une transformation lin�eaire

y � PY ������

telle que tPAP � In��� o	u P est une matrice r�eelle �n � �� n � �� et Y � �Y�� � � � � Yn���
sont les nouvelles variables� En fait� la structure particuli	ere de la matrice A permet de
trouver une transformation explicite� Soit �ej�j���n�� une base canonique de Rn�� et Q une
matrice orthogonale qui envoie en�� �par exemple� sur le vecteur normalis�e V� kVk� Dans
cette nouvelle base �Q ej�j���n��� la matrice de la forme quadratique d�e�nie par A est diagonale

�diag��� �� � � � � �� � � kVk���� L�a�nit�e D de matrice diag��� �� � � � � �� ��
q

� � kVk�� ram	ene la
matrice de la forme quadratique 	a l�identit�e� L�ensemble des matrices Q est isomorphe 	a On���
et on a donc une in�nit�e de choix pour la d�e�nition de cette transformation lin�eaire� Un choix
simple est de prendre pour Q la matrice de la sym�etrie orthogonale par rapport au plan
orthogonal 	a v � V� kVk � en��� ce qui donne� pour u � Rn��

Qu � u� � � u�v n��

v

kvk� ������

L�expression explicite de Q est donn�ee dans l�annexe A ainsi qu�une autre transformation
obtenue par une orthogonalisation de Schmidt� On d�e�nit la transformation P�

�
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x
y
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�
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�
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x
Y � P��y

!
�

�
CCCA ������

Comme cette transformation est lin�eaire et r�eelle� les relations de d�Alembert sont conserv�ees
dans le hamiltonien�

Remarque �� Bien que formellement cela ne fasse aucune di��erence� en pratique il peut
�etre int�eressant de choisir yn tel que la matrice A ������ ����� soit la plus proche possible de la
matrice identit�e� Le meilleur choix dans ce cas est de choisir pour yn la plan	ete qui a le ! le plus
grand� c�est 	a dire la variable associ�ee au corps qui contribue le plus 	a la norme du moment
cin�etique Cz� Dans un sens� ce choix est similaire au choix qui est fait de centrer le rep	ere sur
le corps le plus massif �le soleil� pour e�ectuer la r�eduction li�ee 	a l�invariance de la quantit�e
de mouvement� A titre de comparaison� on fournit les pourcentages en jeu 
 le pourcentage
de la masse du soleil dans le syst	eme solaire est de ����� & environ et le pourcentage de la
part du moment cin�etique li�e 	a Jupiter dans le moment cin�etique total du syst	eme solaire
est de �� & environ� la seconde contribution la plus importante est celle de Saturne� de �� &
environ� D�autre part� la r�eduction partielle pr�esent�ee dans ce chapitre s�appliquerait de la
m�eme mani	ere pour un probl	eme plan�etaire hi�erarchis�e apr	es une r�eduction de la quantit�e de
mouvement par les coordonn�ees barycentriques de Jacobi� Un probl	eme plan�etaire hierarchis�e
est du type �SoleilTerreLune� et on peut g�en�eraliser cette con�guration 	a n plan	etes� Dans ce
cas� la contribution au moment cin�etique de la premi	ere plan	ete �la Terre dans notre exemple�
est �ecrasante et cette m�ethode peut donner de bons r�esultats�

��



Remarque �� Les variables Y�� Y�� � � � � Yn�� n�ont pas un sens physique simple� �etant d�e�nies
par une transformation lin�eaire des variables y�� � � � � yn��� Toutefois� cette transformation
est du m�eme type qu�une diagonalisation et donne des variables ayant un sens physique
�equivalent 
 des variables d�ecrivant mieux la dynamique du probl	eme�

Ordres sup�erieurs

Partie th�eorique Toutes les notations sont tir�ees de �Spivak� ������ On recherche un nouvel
ensemble de variables �p pour lesquelles la deuxforme symplectique sera standard� Dans le
but de calculer la transformation entre �p et les anciennes variables p� on utilise une version
constructive du th�eor	eme de Darboux� On construit un chemin di��erentiable dans l�ensemble
des deuxformes symplectiques repr�esent�e par l�application t � �t� t � #�� �$ telle que �� est
standard et �� � � est notre deuxforme symplectique� On cherche alors une transformation
�t qui satisfait� �t � #�� �$�

#�t$�t	p
���t��p�v��� ��t��p�v��� � #��$��	p
������p�v��� �����p�v��� ������

o	u �v��v�� est un couple quelconque de vecteurs de TpR
�n��� l�espace tangent 	a R�n�� au point

�p� ����p�v� � D���p��v� est l�application tangente au point �p associ�ee au di��eomorphisme �
�v est un vecteur de TpR

�n��� et telle que ����p� � �p et ����p� � p� Ainsi� pour t � �� on a

#�$p������p�v��� �����p�v��� � #��$p�v��v�� ������

La forme symplectique est standard dans les variables �p� On recherche donc �t qui ram	ene la
forme symplectique �t 	a la forme standard �� pour tout t � #�� �$ �Le pullback d�une deux
forme 
 par un di��eomorphisme � est d�e�ni par #��
$p�v��v�� � #
$�	p
�����p�v��� ����p�v�����
On veut donc que

#��t�t$p�v��v�� � #�����$p�v��v�� ������

Dans le but de trouver un champs de vecteur associ�e au �ot �t� on d�erive ������ par rapport
	a t 
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o	u LXt�
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js����t�s
 est la d�eriv�ee de Lie suivant le champ de vecteur Xt de la deux

forme 
� Et� comme ��t est lin�eaire�
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Comme �t est un di��eomorphisme�

LXt��t� �
�

�t
��t� � � � ������

Par la formule de Cartan� on obtient

Xt d�t � d�Xt �t� �
�

�t
��t� � � � ������

o	uXt d�t est le produit int�erieur de Xt dans d�t� Soit t � �t� t � #�� �$ un chemin di��erentiable
tel que pour tout t� �t est une primitive de �t� Comme �t � d�t et d�t � �� on a

d�Xt �t �
�

�t
�t� � � � ������

Et pour toute fonction g d�e�nie sur la vari�et�e symplectique� on a une �equation v�eri��ee par
Xt 


Xt �t � � �

�t
�t � dg � ������

�t n��etant pas d�eg�en�er�ee� un fois qu�est choisie une fonction g� il existe un unique champs
de vecteur Xt telle que cette �equation soit v�eri��ee� Cette primitive �t doit �etre r�eelle pour
garantir que les nouvelles variables associ�ees 	a x� �x sont encore conjugu�ees complexes� La
d�emonstration de cette assertion n�est pas tr	es di�cile mais un peu trop longue pour �etre
reproduite ici� Dans les coordonn�ees ��� x� Y�!��i�x��i �Y ��� on obtient la notation matricielle

Xt � �Mt�
���� �

�t
�t�t��
 �z �

transformation qui rend la deux ��forme standard

� �Mt�
���tdg�
 �z �

champs de vecteur hamiltonien

������

o	u Mt est la matrice de la deuxforme symplectique �t dans les coordonn�ees choisies� Nous
avons donc unicit�e du champ de vecteurs Xt 	a un champ hamiltonien pr	es� En pratique� on
choisit g � �� car prendre g 
� � revient 	a e�ectuer une autre transformation symplectique qui
ne change pas la forme symplectique� On a essay�e de trouver� dans le cas de quatre corps� une
fonction g qui aurait pu simpli�er la transformation� par exemple qui laisserait les variables
x constantes comme pour trois corps mais les essais n�ont pas donn�e de r�esultats signi�catifs�
Pour d�e�nir pratiquement le chemin di��erentiable� on choisit la primitive r�eelle suivante de
la deux forme symplectique 


�� �
�

�
#
nX
j��

��jd!j �!jd�j � ixjd�xj � i�xjdxj�� i
n��X
j��

�yjd�yj� �yjdyj�� i�fyd �fy� �fydfy�$ ������

�on a d�� � ���� On exprime alors cette unforme en une s�erie des coordonn�ees �x�Y �� On
d�e�nit alors le chemin di��erentiable de l�espace des unforme �t � �� � t��� � ��� o	u

�� �
�

�
#
nX
j��

��jd!j � !jd�j�� i
nX
j��

�xjd�xj � �xjdxj�� i
n��X
j��

�Yjd �Yj � �YjdYj�$ ������

On d�e�nit �nalement le chemin �t � d�t� L�application t � �t� t � #�� �$ v�eri�e alors les
propri�et�es voulues�

�Par la suite� Y � �Y�� � � � � Yn����

��



Calcul Formel Dans le but de calculer le champs de vecteurs Xt� on calcule l�inverse de la
deuxforme symplectique jusqu�	a un certain degr�e d par le d�eveloppement formel 


M��
t � �Id� J��#J �Mt $�

��
J�� �

X
k��

#J���J �Mt�$
k
J�� ������

o	u J est la matrice de la deuxforme standard ���

J �

�
� I�n��

�I�n�� �

�
� ������

Comme Mt � J est au moins de degr�e un en les variables x� Y � la somme ������ est calcul�ee
pour k � d� Le champs de vecteur Xt est alors calcul�e par la formule ������� et la transfor
mation �t s�obtient par une m�ethode de Lie� Soit x les anciennes variables et �x les nouvelles�
On recherche une fonction �t��x� telle que ����x� � �x et ����x� � x� On pose alors x�t� � �t��x��
On a

x�t� �
X
k��

tk

k*

dkx

dtk
jt�� �

X
k��

tkGk�t� x�jt�� ������

o	u on pose Gk�t� x� �
�

k*

dkx

dtk
� On a la formule de r�ecurrence suivante 


Gk���t� x� �
�

k � �

dGk

dt
�t� x� �

�

k � �
�
�Gk

�t
� Xt�

�Gk

�x
� ������

Comme G��t� x� � x� on calcule� par cette formule� les Gk jusqu�au degr�e d� degr�e de troncature
en les variables x� Y � En utilisant ������� on calcule �nalement la fonction �t et le changement
de variable est donn�e par x � x��� � ����x�� Ces transformations ont �et�e calcul�ees en utilisant
le manipulateur alg�ebrique TRIP et la proc�edure pr�esent�ee dans l�annexe C�

Propri�et�es de cette transformation� On appelle �!� ��� �x� �y les nouvelles variables��

Proposition � La transformation �� a la forme suivante 
������
�����

�!j � �!j���j�n
��j � ��j �

P�
k�� Pj��k���j�n

�xj � �xj �
P�

k��Qj��k�����j�n
�Yj � �yj �

P�
k��Rj��k�����j�n��

������

o�u Pj�k� Qj�k et Rj�k sont des polyn�omes homog�enes de degr�e k en ��x� �y� avec des coe�cients
d�ependant de �!� satisfaisant des relations de d	Alembert et des relations de parit�e en les
variables �y� Les caract�eristiques de d	Alembert des polyn�omes Pj�k� Qj�k et Rj�k sont �egales
respectivement �a �� �� �� Pj�k et Qj�k sont pair et Rj�k impair en les variables �y� Le hamil�
tonien exprim�e dans le nouveau syst�eme de coordonn�ees satisfait les relations de d	Alembert
�caract�eristique de d	Alembert nulle� et de parit�e en les variables �y�

�Par la suite� �� � ����� � � � � ��n�� �� � ����� � � � � ��n�� �x � ��x�� � � � � �xn�� �y � ��y�� � � � � �yn����

��



D�emonstration � Pour d�emontrer que dans les nouvelles variables� le syst	eme conserve
les relations de d�Alembert et de parit�e� on doit v�eri�er que le champs de vecteur Xt les
v�eri�e bien� Pour cela� on doit connaitre les caract�eristiques de d�Alembert de ��t��t et M��

t �
Dans une matrice c�Mt�� repr�esentant la deuxforme Mt � on donne les caract�eristiques de
d�Alembert des coe�cients de fa�con simpli��ee 


! x� Y � �x� �Y

c�Mt� �

�
BBB�

� �� � �
�� �� �� �
� �� � �
� � � �

�
CCCA

!
x� Y
�

�x� �Y

������

Chaque coe�cient de la matrice repr�esente une caract�eristique de d�Alembert des termes
correspondants de la matrice Mt� On montre qu�alors

c�J���J �Mt�� � c�#J���J �Mt�$
�� �

�
BBB�

� � � ��
�� � �� ��
� � � ��
� � � �

�
CCCA ������

Et �nalement� par la formule ������� on obtient c�Mt� � c�M��
t �� Comme on a

c�
��t

�t
� �

�
BBB�

�
��
�
�

�
CCCA

!
x� Y
�

�x� �Y

������

On en d�eduit� par l��equation ����� que

c�Xt� �

�
BBB�

�
�
�
��

�
CCCA

!
x� Y
�

�x� �Y

������

Le vecteur Xt v�eri�e donc bien les relations de d�Alembert� D�une mani	ere similaire� en util
isant des matrices de ce type� on d�emontre que Xt et donc la transformation �� v�eri�ent
la parit�e en les variables d�inclinaisons� Dans le coordonn�ees �!� �� x� �x� Y� �Y �� on exprime le
champs de vecteur Xt dans la base associ�ee 


Xt �
nX
j��

�Xt�!j�
�

�!j

� Xt��j�
�

��j
� Xt�xj�

�

�xj
� Xt��xj�

�

��xj
��

n��X
j��

�Xt�Yj�
�

�Yj
� Xt� �Yj�

�

� �Yj
� ������

Xt��� sont les coordonn�ees de Xt dans la base ������ de l�espace tangent� On a� par �������

Xt �t � Xt �� � tXt d��� � ��� ������

��



La fonction fz ne d�epend pas des variables � et donc� en consid�erant ������������ Xt d��� �
��� � vect�d!� dx� d�x� dY� d �Y � �o	u vect�d!� dx� d�x� dY� d �Y � est le sousespace vectoriel en
gendr�e par ces unformes�� Comme

Xt �� �
nX
j��

Xt�!j�d�j � Xt��j�d!j � Xt�xj�d�xj � Xt��xj�dxj�

�
n��X
j��

Xt�Yj�d �Yj � Xt� �Yj�dYj� ������

on a

Xt �t �
nX
j��

Xt�!j�d�j � 
t ������

o	u 
t � vect�d!� dx� d�x� dY� d �Y �� Mais� en consid�erant ������� Xt �t � ���t��t � �� � ���
Donc Xt �t � vect�d!� dx� d�x� dY� d �Y � et donc pour � � j � n� on a Xt�!j� � �� La
transformation laisse inchang�ees les variables !� De plus� Xt ne d�epend pas des variables
�� Cela explique le fait que les polynomes Pj�k� Qj�k et Rj�k sont ind�ependants des �� Les
anciennes variables � sont remplac�ees dans le hamiltonien H� ����� en utilisant l�expression
suivante 


ei�j � ei
�j Sj��!� �x� �y� ������

d�ecoulant des propri�et�es ������ et o	u Sj � e
P

�

k��
Pj��k est une s�erie des variables ��x� �y� de

caract�eristique de d�Alembert nulle� Gr�ace 	a ces constatations et propri�et�es� on montre que
le hamiltonien v�eri�e encore les relations de d�Alembert et que la parit�e dans les nouvelles
variables �y est v�eri��ee� �
Remarque �� Dans le cas o	u les inclinaisons sont nulles �Y � ��� la transformation �� est
l�identit�e pour les variables x�!� � 
 la r�eduction� dans ce cas� est d�eja e�ectu�ee� L�int�egrale
premi	ere C� est une relation vide�

Remarque �� Pour trois corps� quand on utilise cette m�ethode� on trouve la transformation
propos�ee dans la section �������� Une expression de cette transformation est donn�ee dans
l�annexe B pour trois plan	etes �� corps� et tronqu�ee au degr�e ��

Remarque �	 L�expression ������ est purement formelle et aucune �etude de convergence
n�a �et�e men�ee�

Le moment cin�etique Le syst	eme r�eduit partiellement a la propri�et�e suivante 


Proposition � Avec les notations du paragraphe pr�ec�edent� dans le nouveau syst�eme de co�
ordonn�ees� on a

Cz �
nX
j��

�!j �
nX
j��

j�xjj� �
n��X
j��

j�yjj�� ������

D�emonstration � Le �ot hamiltonien au temps � engendr�e par Cz ������ est la solution du
syst	eme suivant� pour � � j � n 
������

�����
 xj��� � �Cz����i�xj� � �ixj���
 yj��� � �Cz����i�yj� � �iyj���
 !j��� � ��Cz����j� � �
 �j��� � �Cz���!j� � �

������

��



Donc� le �ot au temps � est la transformation )
 d�e�nie� pour � � j � n� par

�
BBB�

xj
yj
!j

�j

�
CCCA ��

�
BBB�

e�i
xj
e�i
yj

!j

�j � �

�
CCCA ������

Quand on r�ealise la r�eduction partielle� on remplace les variables yn� �yn par les fonctions fy� �fy
des variables !� x� y� �x and �y� Le moment cin�etique est alors

Cz �
nX
j��

!j �
nX
j��

jxjj� �
n��X
j��

jyjj� � fy �fy ������

On d�e�nit le �ot �
 comme l�application suivante 


�
BBB�

xj
yk
!j

�j

�
CCCA ��

�
BBB�

e�i
xj
e�i
yk

!j

�j � �

�
CCCA ������

pour � � j � n et � � k � n � �� Comme fy v�eri�e les relations d�Alembert� le �ot �
 a la
m�eme action sur le syst	eme r�eduit que le �ot )
 d�e�ni par ������ et est donc le �ot engendr�e
par l�int�egrale premi	ere Cz ������ dans le syst	eme r�eduit� �
 v�eri�e le syst	eme di��erentiel
suivant 
 ������

�����
pour � � j � n�  xj��� � �ixj���
pour � � j � n� ��  yj��� � �iyj���
pour � � j � n�  !j��� � �

pour � � j � n�  �j��� � �

������

C�est 	a dire  X � f�X� o	u les variables �x� y�!� ��� sont renomm�ees X� Pour revenir 	a une
forme symplectique standard� on construit une transformation � � ���� � P� ����������� qui
d�e�nit de nouvelles variables canoniques ��x� �y� �!� ��� renomm�ees �X� � conserve les relations de
d�Alembert� donc

���
�X�� � �
���X��� ������

Pour exprimer le �ot engendr�e par Cz dans les nouvelles variables� on a

 �X � D��X�  X � D��X�f�X� ������

En d�erivant ������ par rapport 	a �� on obtient l�identit�e

D���
�X��f��
�X�� � f��
���X���� ������

Et pour � � �� on a

D��X�f�X� � f���X�� � f� �X�� ������

��



On obtient �nalement  �X � f� �X�� Le �ot de Cz est donc engendr�e par le m�eme syst	eme
di��erentiel ������ et� comme les nouvelles variables sont canoniques��������

������

pour � � j � n�  �xj��� � �i�xj��� � �Cz����i��xj�
pour � � j � n� ��  �yj��� � �i�yj��� � �Cz����i��yj�
pour � � j � n�  �!j��� � � � ��Cz����j

pour � � j � n�  ��j��� � � � �Cz�� �!j

������

Et donc� en int�egrant les relations pr�ec�edentes� on obtient� dans les nouvelles variables 


Cz �
nX
j��

�!j �
nX
j��

j�xjj� �
n��X
j��

j�yjj� � K ������

o	u K est une constante� Comme� par la transformation �� le point �!� x � �� y � �� � � ��
est chang�e en le point ��!� �x � �� �y � �� �� � ��� la constante K est �egale 	a z�ero� �
La troisi	eme int�egrale premi	ere du moment cin�etique Cz a donc la m�eme expression que dans
les variables de Poincar�e� Cela permet �section ������� de d�e�nir simplement une nouvelle
transformation� comme dans le cas de trois corps� pour r�eduire le nombre de degr�es de libert�e
du syst	eme�

L�origine du probl�eme s�eculaire L�origine du probl	eme s�eculaire dans les nouvelles vari
ables �x� � �x� � � � � � �xn � �y� � �y� � � � � � �yn�� � � est un point �xe du syst	eme� Et�
des expressions ������ et ������� on a x� � x� � � � � � xn � y� � y� � � � � � yn�� � �� Et�
comme on a choisi yn tel qu�il tende vers z�ero quand les autres yj tendent vers z�ero ������� on
a yn � �� Le point �xe 	a l�origine du probl	eme r�eduit s�eculaire est donc le m�eme que celui du
probl	eme s�eculaire non r�eduit�

	���� R�eduction totale

Comme dans le cas de trois corps� la r�eduction totale� utilisant la troisi	eme composante
du moment cin�etique est possible� Cette seconde r�eduction� qui peut �etre r�ealis�ee de la m�eme
mani	ere si la r�eduction partielle n�a pas �et�e r�ealis�ee� a d�eja �et�e pr�esent�ee dans les variables
d�Andoyer �Boigey� ������

On fait une transformation en coordonn�ees polaires symplectiques 
 ��xj �
q

�Rje
i �j���j�n�

��yj �
q

�Sje
i�j ���j�n�� qui donne 


Cz �
nX
j��

�!j �
nX
j��

�Rj �
n��X
j��

�Sj ������

Comme pour trois corps �section ����� on utilise un changement de variables lin�eaire dans
lequel Cz est une des nouvelles coordonn�ees 
������

�����
�+!j � �!j���j�n
� +Rj � �Rj���j�n
� +Sj � �Sj���j�n��
+Sn�� � �Pn

j��
�!j �

Pn
j��

�Rj �
Pn��

j��
�Sj � �Cz

������

��



Par conjugaison� les nouveau angles sont 


������
�����

�+�j � ��j � �"n�����j�n
� +	j � �	j � �"n�����j�n
�+"j � �"j � �"n�����j�n��
�+"n�� � �"n���

������

On revient ensuite 	a des variables complexes rectangulaires 
 �+xj �
q

+Rje
i ��j���j�n� �+yj �q

+Sje
i��j ���j�n��� Ainsi� le changement de variables total est 


���������
��������

�!j � +!j

��j � +�j � +"n��

�xj � +xje
i��n��

�yj � +yje
i��n��

�yn�� �
q
�Cz �

Pn
j��

+!j �Pn
j�� +xj �+xj �Pn��

j�� +yj �+yj ei
��n��

������

Comme pour la r�eduction dans le cas de trois corps� la variable "n�� n�apparait pas dans le
hamiltonien� gr�ace aux relations de d�Alembert� La forme symplectique devient

� �
nX

k��

#d+�k � d+!k � i +dxk � d�+xk$�
n��X
k��

id+yk � d�+yk ������

Et la r�eduction totale associ�ee au moment cin�etique est alors achev�ee pour n � � corps�

Remarque �� La principale di��erence avec le cas de trois corps est que l�on a pas de parit�e
dans la variable d�inclinaison yn�� et que donc on doit d�evelopper le radical de ������ en s�erie�
Dans ce cas� l�origine du syst	eme �+x� � +x� � � � � � +xn � +y� � +y� � � � � � +yn�� � �� n�est plus
un point �xe du syst	eme s�eculaire� L��etude de ce syst	eme apr	es la r�eduction n�est pas facile et
il peut �etre plus int�eressant de ne pas faire cette r�eduction et de s�arr�eter apr	es la r�eduction
partielle�

Remarque �
 Dans cette m�ethode� on a choisi d��eliminer la variable �yn��� mais on peut
�eliminer tout autre variable �xj� �yj� Contrairement au cas de trois corps� ces di��erentes r�eductions
sont 	a peu pr	es �equivalentes et il faut� de toute mani	ere� d�evelopper le radical pr�esent dans
������ en s�erie� Encore une fois� ce choix d�epend avant tout de l��etude qui va suivre la r�eduction�

��� Remarques g�en�erales �a propos de ces r�eductions

	�	�� La m�ethode

Notre m�ethode pour r�eduire le nombre de variables en utilisant les int�egrales premi	eres
et une version constructive du th�eor	eme de Darboux peut avoir un int�er�et et �etre appliqu�ee
dans un autre probl	eme� Si on a un syst	eme hamiltonien qui d�epend des variables conjugu�ees
�p � �p�� p�� � � � � pn�� q � �q�� q�� � � � � qn�� et k int�egrales premi	eres F��p� q�� F��p� q�� � � ��
Fk�p� q�� Si on peut d�evelopper ces k int�egrales premi	eres en s�erie et exprimer k variables

��



choisies comme des fonctions des autres� on remplace ces variables dans le hamiltonien et
dans la forme symplectique qui ne reste pas standard� En utilisant une version constructive
du th�eor	eme de Darboux� on trouve une nouvelle transformation qui ram	ene la deuxforme
	a une forme standard� On a appliqu�e cette m�ethode 	a un syst	eme qui n�est pas si di��erent
du syst	eme consid�er�e pr�ec�edemment 
 Le probl	eme s�eculaire 	a tout ordre des masses� Le seul
changement est que l�on consid	ere la deuxforme 
 � � �iPn

k���dxk � d�xk � dyk � d�yk� et que
les ! sont des param	etres du syst	eme�

	�	�� Construction de la forme normale de Birkho�

De la m�eme mani	ere que pr�esent�ee dans la section ������ on construit une forme normale
de Birkho� pour le hamiltonien partiellement r�eduit� Comme on conserve la relation de trace
nulle du syst	eme lin�eaire� de la m�eme mani	ere� des termes r�esonants peuvent emp�echer la con
struction� m�eme formelle de cette forme normale� En fait� gr�ace aux relations de d�Alembert�
on remarque que la construction de la forme normale ne pose pas de probl	eme�

Comme la valeur propre nulle du syst	eme lin�eaire provient de l�invariance de C�� dans
le syst	eme s�eculaire partiellement r�eduit et diagonalis�e �variables ��z�� �z�� � � � � �z�n���� on n�a
pas de fr�equence nulle� De plus� les �n � � autres fr�equences restent les m�emes que pour le
probl	eme nonr�eduit �pour d�emontrer ce fait� il su�t de r�ealiser la diagonalisation du syst	eme
avant de faire la r�eduction partielle�� Ceci n�est par contre pas vrai pour le syst	eme totalement

r�eduit �Robutel� ������ Dans l��equation homologique� le terme %�n��
j�� �z

kj
j

��z
�kj
j donne le diviseurP�n��

j�� �kj � �kj��j� Comme la relation de trace nulle
P�n��

j�� �j � � est toujours v�eri��ee pour
toute valeur des param	etres� on peut encore avoir des diviseurs nuls quand il existe un entier
p � Z tel que pour tout j� � � j � �n � �� kj � �kj � p� Mais� comme le hamiltonien
partiellement r�eduit satisfait toujours les relations de d�Alembert� on a

P�n��
j�� kj � �kj � �

et donc forc�ement p � �� Les seuls termes r�esonants pour toute valeur des param	etres sont
donc les termes %�n��

j�� ��zj��zj�
kj � termes r�esonants de FI � Ces termes sont ceux que l�on garde

dans la forme normale et qui ne d�ependent que des actions �Jj � �zj��zj� La r�eduction partielle
nous permet donc d��eviter les probl	emes de r�esonance� rencontr�es dans la section ����� pour
le probl	eme non r�eduit�

Dans le probl	eme s�ecularis�e 	a un ordre plus �elev�e du rapport des masses� la somme des
fr�equences n�est plus nulle �Abdullah et Albouy� ����� mais dans certains cas reste petite
compar�ee aux fr�equences du syst	eme lin�eaire� On peut donc avoir des diviseurs qui ne sont
pas nuls mais qui sont proches de z�ero� La r�eduction partielle emp	eche ces termes d�apparaitre�

	�	�	 Comparaison entre la r�eduction totale et la r�eduction par�

tielle dans le cas de trois corps

Pour les �etudes de stabilit�e qui vont suivre� appliqu�ees au probl	eme plan�etaire s�eculaire
de trois corps� on est face 	a la question pratique suivante 
 pour pouvoir construire la forme
normale de Birkho�� quelle r�eduction doit �etre entreprise� la r�eduction partielle ou la r�eduction
totale �

Le probl	eme s�eculaire de trois corps r�eduit totalement ne poss	ede plus que � degr�es de
libert�e alors qu�apr	es la r�eduction partielle on conserve trois degr�es de libert�e et donc plus

��



de variables� Ainsi� on peut s�attendre� pour la r�eduction partielle� 	a avoir plus de termes du
d�eveloppement du hamiltonien et donc des s�eries construites par la m�ethode perturbative�
Toutefois� un argument plaide en faveur de la r�eduction partielle� Le fait que l�on conserve des
sym�etries �relations de d�Alembert�� donne en fait un nombre de termes plus petit �au moins
pour les bas degr�es� voir l�annexe D� apr	es la r�eduction partielle qu�apr	es la r�eduction totale
si on ne remplace pas le terme d �

p
!� � !� � Cz par sa valeur num�erique� ce qui revient 	a

�etudier le cas g�en�eral o	u la valeur de la norme du moment cin�etique n�est pas �x�ee� Il est en
tout cas n�ecessaire de faire au moins la r�eduction partielle du probl	eme� En e�et� le nombre
de termes des s�eries fait apparaitre clairement que ces r�eductions diminuent s�erieusement le
nombre de termes dans les polyn�omes homog	enes Hk et par contre coup dans les polyn�omes
Wk� De plus� il est tr	es facile� une fois l��etude du hamiltonien r�eduit partiellement e�ectu�ee
d�appliquer les r�esultats de cette �etude au probl	eme non r�eduit� La transformation qui r�eduit
partiellement le probl	eme est en e�et explicite et ne pr�esente pas de singularit�e� On remonte
ainsi facilement au comportement des angles des noeuds et des inclinaisons� Le point origine
repr�esente aussi la m�eme solution physique dans ces deux probl	emes� A contrario� si on fait
l��etude du syst	eme r�eduit totalement �d�une des trois mani	eres pr�esent�ees dans la section
������� on ne peut pas remonter 	a une des variables angulaires ce qui nous fait perdre de
l�information sur le syst	eme non r�eduit� Dans le cas de la r�eduction de Jacobi� par exemple�
on perd tout renseignement sur la variable �"� En e�et� on travaille dans un rep	ere tournant
avec la ligne des noeuds mais sans connaitre l��evolution de cette ligne� Cette �evolution est
donn�ee par  " � �H��Cz et on doit donc conserver l�expression explicite du hamiltonien en
fonction de Cz� De plus� le probl	eme r�eduit totalement pr�esente une singularit�e quand les
inclinaisons tendent vers z�ero� le point d�origine ne correspond pas aux m�emes solutions que
pour les probl	emes non r�eduit et partiellement r�eduit et les fr�equences fondamentales ne sont
pas les m�emes �Robutel� ������ Le v�eritable choix de r�eduction doit donc s�e�ectuer entre la
r�eduction partielle et la r�eduction totale et d�epend avant tout du probl	eme que l�on aborde�
du type de r�esultats que l�on d�esire obtenir�

Dans les �etudes pr�ec�edentes d�un syst	eme plan�etaire de trois corps �Locatelli et Giorgilli�
����� et �Robutel� ������ la r�eduction totale �de Jacobi� �etait syst�ematiquement e�ectu�ee�
Notre �etude permet de mieux comprendre l�int�er�et de la r�eduction partielle et de mener une
�etude sur un syst	eme plus g�en�eral�

	�	�� Le plan invariant

Le plan invariant� orthogonal au moment cin�etique� joue un r�ole central dans la r�eduction
partielle� En e�et� si on choisit un autre plan comme plan de r�ef�erence� l�int�egrale C� n�est
plus �egale 	a z�ero� Pour le cas de trois corps l�opposition des noeuds� base de la r�eduction
partielle n�est plus v�eri��ee� Pour n corps� dans l�expression de yn ������� on a


 � C� �
n��X
i��

yi

vuut!i � jxij� �
jyij�

�
������

avec C� 
� �� Donc� quand on remplace yn dans le hamiltonien par son expression ������� le
nouvel hamiltonien ne satisfait plus les relations de d�Alembert et la parit�e en les variables
d�inclinaison� La situation est plus di�cile 	a comprendre 
 si les inclinaisons sont nulles au

��



d�ebut du mouvement� elles ne restent pas �egales 	a z�ero comme pour le plan invariant� Le point
origine �x� � �x� � � � � � �xn � �y� � �y� � � � � � �yn�� � � n�est plus un point �xe du syst	eme
s�eculaire�

De plus� les solutions formelles du probl	eme dans le rep	ere li�e au plan invariant sont des
s�eries quasi p�eriodiques d�ependant de �n� � fr�equences non nulles ��� ��� � � � � ��n�� 
 si Z est

une des coordonn�ees polaire complexe �
q

�!j exp�i��j�� �xj� �yj�� on a

Z�t� �
X

k�Z�n��

ak exp�i�k��� � � � �� k�n����n���t�� ������

Et cette s�erie v�eri�e des relations de d�Alembert 
 ak � � si
P�N��

j�� kj 
� ��Z� o	u ��
q

�!j exp�i��j�� �
� et ���xj� � ���yj� � �� Ces relations sur les kj permettent d��eviter que les expressions de
�xj ou �yj contiennent des termes constants� Changer de rep	ere �et de plan de r�ef�erence� re
vient 	a transformer le syst	eme de coordonn�ees cart�esiennes par une transformation d�Euler
R� On peut exprimer cette transformation comme la compos�ee de trois rotations basiques 

R � R�����R�����R����� o	u �� repr�esente l�angle entre l�ancien et le nouveau plan de r�ef�erence
et les rotation sont d�e�nies par

R���� �

�
B� � � �

� cos��� sin���
� � sin��� cos���

�
CA etR���� �

�
B� cos��� sin��� �
� sin��� cos��� �

� � �

�
CA ������

Pour calculer les nouveau �el�ements elliptiques Ij�"j dans le nouveau rep	ere� on d�e�nit

zj �
�

kCjk
��Cx�j � i�Cx�j� � sin Ij sin "j � i sin Ij cos "j� ������

On note Rk�zj� la nouvelle valeur de zj par toute rotation Rk� On a

R�����zj� � ei
zj et ������

R�����zj� � zj cos������ � �zj sin������ � i sin �
q

�� jzjj� ������

En composant les trois rotations� Rzj la nouvelle valeur de zj� dans le nouveau rep	ere est 


Rzj � zj cos�������ei	
��
�
 � �zj sin�������ei	
��
�
 � i sin ��e
i	
��
�


q
�� jzjj� ������

Et� 	a cause du terme
q

�� jzjj� dans ������� dans le nouveau rep	ere� des termes constants
apparaissent dans les valeurs de l�inclinaison et des angles des noeuds et donc dans l�expression
des �y� des x� y� Ce fait a �et�e observ�e dans les th�eories s�eculaires construites par exemple dans
le rep	ere J���� �voir Laskar� ������

��



Chapitre 	

Stabilit�e du probl�eme s�eculaire

plan�etaire Soleil
Jupiter
Saturne

On prouvera� en prenant comme base les techniques de r�eduction et de normalisation
pr�ec�edentes et en utilisant le sch�ema de la section �������� des r�esultats de stabilit�e pour le
probl	eme s�eculaire SJS� dont les param	etres et conditions initiales sont donn�ees dans la section
������ Dans les �etudes men�ees par la suite� dans ce chapitre� on fera varier les conditions
initiales pour mesurer l�e�cacit�e des m�ethodes propos�ees et une �etude pr�ecise sera r�ealis�ee
pour les conditions r�eelles du probl	eme SJS �section �����

	�� Etude de la dynamique� choix de la m�ethode

����� D�e�nitions

Les d�e�nitions et propri�et�es pr�esent�ees ici sont extraites de �Giorgilli et al�� ������ Cet
article sert de base aux raisonnements qui vont �etre d�evelopp�es dans cette partie� soit E
l�espace des s�eries formelles dans les variables x�� �x�� x�� �x�� � � � � xn� �xn et Ek le sousespace
de E des polyn�omes homog	enes de degr�e k� Les variables �xj��i�xj� sont conjugu�ees pour la
forme symplectique� Soit f � E� on �ecrit f �

P
k��#f $k avec #f $k � Ek� On note

#f $k �
X
jmj�k


m
nY
j��

x
mj

j �x
�mj

j

o	u m � �m�� �m�� � � � � mn� �mn� � Z�n et jmj �
Pn

j���mj � �mj�� Les propri�et�es suivantes
sont imm�ediates 
 si fk � Ek et gk� � Ek� alors fkgk� � Ek�k� et le crochet de Poisson
ffk� gk�g � Ek�k���� Les estimations que l�on va faire pour prouver des r�esultats de stabilit�e
n�ecessitent la d�e�nition de normes sur les espaces E et Ek 
 si fk � Ek� on d�e�nit la norme
�k� de fk comme �etant

jjfkjjk �
X
jmj�k

j
mj �����

On a la propri�et�e fondamentale suivante� d�emontr�ee dans l�article �Giorgilli et al�� ����� 
 si
fk � Ek et gk� � Ek� alors

jjffk� gk�gjjk�k��� � k k	 jjfkjjk jjgk�jjk� �����

��



On d�e�nit le domaine '� � fx � �x�� x�� � � � � xn��jx�j� jx�j� � � � � jxnj � �g et la norme suivante

jjf jj� � sup
x���

jf�x�j �����

Le lien entre les deux normes d�e�nies est fourni par les in�egalit�es fondamentales suivantes 


jjfkjj� � �kjjfkjjk �����

et� en d�ecoulant� quand cette s�erie converge�

jjf jj� �
��X
k��

�kjjfkjjk �����

Ces d�e�nitions seront r�eintroduites avec de l�eg	eres variations et pr�ecisions lors des �etudes
suivantes�

����� Travail pr�eparatoire

On a vu� dans les chapitres pr�ec�edents �� et ��� la n�ec�essit�e de r�eduire partiellement le
probl	eme pour pouvoir construire la forme normale de Birkho� 	a tout ordre et donc mettre
en oeuvre les m�ethodes perturbatives voulues �dont les id�ees g�en�erales sont pr�esent�ees dans
la section ��������� En tenant compte des remarques de la section �������� on s�arr�ete apr	es
cette r�eduction et on ne r�ealise donc pas la r�eduction totale du syst	eme� On e�ectue ensuite la
diagonalisation du syst	eme lin�eaire� Cette diagonalisation est d�eja e�ectu�ee pour les variables
d�inclinaison �y� dans le syst	eme partiellement r�eduit� En e�et� la partie de degr�e deux du
hamiltonien v�eri�e les relations de d�Alembert et de parit�e en les variables d�inclinaison et
le seul terme de degr�e deux contenant la variable y est donc le mon�ome y�y �voir annexe E��
On n�e�ectue alors la diagonalisation pr�esent�ee dans la section ����� que pour les variables x
seules� On obtient un hamiltonien qui d�epend des variables canoniques diagonalis�ees que l�on
nomme z�� �z�� z�� �z�� z�� �z� o	u z�� z� sont associ�ees aux variables d�excentricit�es et z� � y 	a la
variable d�inclinaison� Les variables actionsangles associ�ees sont �J�� J�� J�� ��� ��� ����

����	 Premi�eres �etudes� choix de la m�ethode

L��etude de la dynamique du probl	eme SJS pr�esente plusieures di�cult�es� La premi	ere est
que� dans les variables les plus adapt�ees pour l��etude dynamique du probl	eme 	a long terme
�les variables de Poincar�e�� on n�a pas d�expression explicite du hamiltonien h� ������ �que l�on
renomme H dans la suite de l��etude�� On ne peut� en pratique� que calculer la s�erie H� tronqu�ee
	a un certain degr�e des variables d�excentricit�e et d�inclinaison �par une proc�edure TRIP� voir
annexe C� qui repr�esente les premiers termes du d�eveloppement en s�erie du hamiltonien� Le
hamiltonien se pr�esente alors comme

H � H� � R �����

o	u H� est une s�erie connue et R� le reste� n�est pas connu� On essayera d�estimer R tel que la
dynamique li�ee a H soit voisine de la dynamique li�ee 	a H� pendant un temps assez long�

��



Etude pr�eliminaire de H�

On calcule� par des proc�edures TRIP� le hamiltonien s�eculaire r�eduit partiellement et
diagonalis�e� jusqu�au degr�e nH en les variables z�� z�� z�� �z�� �z� et �z�� Le choix du degr�e nH
d�epend principalement du temps de calcul et on a pris nH � ��� Le calcul du polyn�ome H�

fait intervenir des polyn�omes contenant les variables de Poincar�e ainsi que les variables de
longitudes moyennes �j et le temps de calcul devient tr	es vite �enorme� Il est multipli�e par �
	a peu pr	es 	a chaque passage de nH 	a nH � �� Le temps de calcul pour nH � �� est d�une
semaine en utilisant le calculateur formel de l��ecole polytechnique� On verra que pour notre
�etude et pour les conditions initiales du probl	eme SJS� ce degr�e de troncature sera su�sant
pour a�rmer des r�esultats de stabilit�e sur un temps de l�ordre de l��age du syst	eme solaire�
On red�e�nit le domaine suivant 
 '� � fz�� z�� z� � jz�j� jz�j� jz�j � �g� On �etudie dans un
premier temps le polynome H� et plus particuli	erement les valeurs prises par le majorant de
cette fonction sur un domaine '�� Ce polyn�ome H� nous donne une bonne approximation
de ce que va �etre le vrai hamiltonien H pour des valeurs des variables proches du point �xe
elliptique�

Etude du polyn�ome H� On va �etudier ce polyn�ome et les valeurs qu�il prend en utilisant
les deux norme d�e�nies pr�ec�edemment ���������� On commence par tracer sur la �gure ������
les valeurs de jj#H�$kjjk� Comme on connait explicitement le hamiltonien H�� les normes �k�
de #H�$k sont calcul�ees rigoureusement degr�e par degr�e �de � 	a ��� par une proc�edure TRIP�
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Fig� ���
 log�� de jj#H�$kjjk en fonction du degr�e k du hamiltonien H��

On a� gr�ace 	a cette �gure ������ une mesure empirique du rayon de convergence de la s�erie
H�� H �etant analytique sur '� pour � � �� o	u �� est le rayon de convergence de cette s�erie�
il existe des r�eels c� d tels que

jj#H�$kjjk � dck�� �����

��



On estime les r�eels d� c donn�es par la �gure ����� pour k � ��� les valeurs sont c � ����
et d � ����� ����� On peut donner alors une mesure approximative du rayon de conver
gence du hamiltonien se basant sur les premiers termes de la s�erie H� L�estimation du
rayon de convergence donn�ee par cette m�ethode grossi	ere est �C � c�� � ���� ����� Cette
mesure est bien s�ur tout sauf rigoureuse mais donne une id�ee des domaines de conver
gence du hamiltonien consid�er�e et en pratique� on travaillera toujours dans un domaine plus
r�eduit� plus pr	es du point �xe elliptique� On d�e�nit le rayon r�eel du probl	eme comme �etant
�r � max�jz����j� jz����j� jz����j�� Les conditions initiales sont donc dans le domaine '�r � Pour
le probl	eme SJS� ces valeurs initiales sont connues 


���
��
jz����j � ������ ���� UA�an���

jz����j � ������ ���� UA�an���

jz����j � jy���j � ������ ���� UA�an���
�����

On prend donc �r � jz����j � ������ ���� UA�an���� Le rayon �r est donc bien inf�erieur 	a
�C mais� et c�est une des caract�eristique fondamentale du probl	eme �SJS�� les valeurs de �C
et �r sont quasiment du m�eme ordre de grandeur ��r��C � ������ Dans la suite� on verra
que la valeur de �r sera toujours faiblement en dessous des seuils de convergence des s�eries
intervenant dans les m�ethodes perturbatives mises en oeuvre� On �etudie ensuite le rapport
entre les majorations en norme �k� et les majorations jj#H�$kjj�� Pour cela� on d�e�nit le r�eel
�k���f� comme �etant

�k���f� �
�kjj#f $kjjk
jj#f $kjj�

�����

Ce rapport est� pour une fonction f donn�ee� une mesure du rapport entre les deux principales
normes utilis�ees ����������

La �gure ����� repr�esente une estimation de la valeur moyenne de �k���H�� �sur l�ensemble
des valeurs de � inf�erieures 	a �C� en fonction du degr�e k� Pour calculer jj#H�$kjj�� on utilise une
m�ethode approch�ee 
 on calcule� pour un grand nombre de points de '� la valeur de la fonction
#H�$k et on choisit la valeur maximale comme majorant� On voit nettement que ce rapport se
d�egrade en fonction de la valeur de k et est� en premi	ere approximation� une s�erie g�eom�etrique
de raison ���� environ� Et donc� num�eriquement� on trouve �k���H�� � ak � ������k� Les
normes �k� seront tr	es utiles pour �etablir des propri�et�es rigoureuses de convergence et pour
estimer les restes li�es 	a des transformations utilisant des m�ethodes de Lie �en particulier gr�ace
	a la relation ����� Mais elles ont tendance 	a diminuer le rayon de convergence de la s�erie H�

d�un facteur a � ���� environ� L�estimation du rayon de convergence vrai est donc 	a peu pr	es
�egal 	a �C�a � ��� �����

Remarque �� On a utilis�e le crit	ere donn�e par Sundman �Sundman� ���� voir aussi Hagi
hara� ����b� pour estimer d�une autre mani	ere le rayon de convergence de la s�erie H�

Le crit	ere donn�e par Sundman est le suivant 


Th�eor�eme � Le d�eveloppement de l	inverse de la distance mutuelle ��' en les �el�ements
elliptiques classiques est convergent si et seulement si les �el�ements elliptiques v�eri�ent la
relation suivante 


a�F��e�� � a�F��e�� ������

��



-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fig� ���
 log�� de la valeur moyenne �pour des valeurs de � telles que ���� � � � ��� �����
de �k���H�� en fonction de k�

avec 	
F��g� � ew � g � �

p
� � g� � �� cosh�w�

F��g� � e�w � g � �
p

� � g� � �� cosh�w�
������

et avec w d�e�ni par la relation w � g cosh�w��

Dans notre cas pr�esent� on doit donc avoir� comme les fonctions F� et F� sont respectivement
d�ecroissantes et croissantes�

F��e�max�

F��e�max�
 
 ������

o	u e�max et e�max sont donn�es� dans le domaine '� par ejmax �
q

�� ��� ���!j�� On obtient

alors la fonction d�ecroissante F���� � F��e�max��F��e�max� et on cherche la valeur minimale
du rayon de convergence �	C telle que F���

	
C� � 
� Pour le probl	eme SJS� 
 � ������ et

l��etude men�ee nous donne �	C � ��� ����� Il faut noter que cet article donne un crit	ere pour
le cas plan� On a donc recalcul�e le rayon de convergence �C � c�� � ��� ���� dans ce cas
pr�ecis �y � ��� La comparaison des deux rayons n�est pas simple mais le r�esultat donn�e n�est
pas contradictoire 
 �	C est une estimation rigoureuse du rayon de convergence et �C est une
estimation� d�apr	es les seuls premiers termes de H de ce minimum� Ces deux rayons sont du
m�eme ordre de grandeur�

Etude grossi�ere de la di�usion On �etudie la di�usion des actions J dans un domaine
o	u la convergence du hamiltonien est suppos�ee forte� C�est	adire dans un domaine compris
dans '�C � Dans l�esprit du lemme ���� on estime le temps maximal �en ann�ees� pour avoir une
di�usion de ���� pour les actions de d�epart� On utilise pour cela la norme �k� du hamiltonien�
ce qui permet d��etablir des majorations rigoureuses des s�eries consid�er�ees�
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Fig� ���
 log�� du temps minimal pour une di�usion de ���� des actions Jj en fonction de
log�� du rayon des actions de d�epart�

Les r�esultats sont donn�es sur la �gure ����� et la conclusion qui d�ecoule de cette �gure
est que� pour les valeurs du probl	eme SJS� cette m�ethode est beaucoup trop grossi	ere et ne
permet d�obtenir une stabilit�e que sur un temps tr	es court �t � ��� ans�� correspondant 	a
quelques p�eriodes s�eculaires tout au plus� A plus forte raison l��etude du hamiltonien complet
H donnerait� par une m�ethode similaire de mauvais r�esultats� Cette �etude n�est �evidemment
pas rigoureuse mais permet d�avoir une id�ee des domaines de convergence� des domaines sur
lesquels on va pouvoir e�ectivement travailler et de l�am�elioration apport�ee par la construction
de la forme normale par rapport 	a une �etude brute ��gure ������

Etude bas�ee sur l�article de Giorgilli et al�� ���� On essaie d�appliquer le th�eor	eme
����� fourni par l�article �Giorgilli et al�� ������ qui fournit des r�esultats analogues 	a ceux que
l�on veut obtenir 


Th�eor�eme � �Giorgilli et al�� ��� Soit H �
P

k��Hk le hamiltonien d	un syst�eme �a n
degr�es de libert�e avec H� � i

Pn
j�� �jxjyj et jjHkjjk � d ck�� pour k 	 �� On suppose que

les fr�equences ���� ��� � � � � �n� sont non r�esonantes et que pour tout k � Znnf�g et jkj �Pn
j�� jkjj � r� on a jk��j 	 
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La principale di��erence� si on veut appliquer ce th�eor	eme en construisant une forme normale
de Birkho� est que nos fr�equences sont ici fortement r�esonantes 
 �� � �� � �� � �� On a
donc M���� ��� � � � � �n� 
� f�g� Toutefois� gr�ace aux relations de d�Alembert� cette r�esonance
n�emp	eche pas la construction d�une forme normale r�esonante �voir section ������� Donc on a
seulement besoin d�un petit am�enagement pour retrouver les m�emes majorations� La d�e�nition
de 
r doit �etre chang�ee et on prend 
	r � min jk��� � k���j pour k � �k�� k�� � Z� et jkj � �r�
De cette mani	ere� si m � �m�� m�� m�� est tel que jmj � r alors on a jm��� �m��� �m���j �
j�m��m������m��m����j� Comme jm��m�j�jm��m�j � jm�j�jm�j��jm�j � r�jm�j � �r�
on peut en d�eduire que jm��� �m��� �m���j 	 
	r pour jmj � r� Donc 
r 	 
	r et on peut se
servir des majorations fournies par l�article dans le casM � � en remplacant 
r par 
	r� Il reste
alors 	a calculer une majoration des normes �k� de #H�$k� On a d�eja calcul�e num�eriquement
la valeur des r�eels c� d tels que jj#H�$kjjk � d ck�� pour toutes les valeurs de k inf�erieures 	a
nH � ��� Pour appliquer le th�eor	eme� on suppose que cette majoration tient pour toute valeur
de k �le hamiltonien �etant une fonction analytique� ses normes k sont de toute facon born�ees
par une suite 	a comportement exponentiel �donn�ee par exemple par le crit	ere de Sundman�
voir la remarque ���� On applique alors le th�eor	eme 
 on calcule la fonction R�

r en fonction
des di��erentes valeurs du degr�e de normalisation r par la formule �������

-7.5

-7

-6.5

-6

-5.5

-5

-4.5

-4

-3.5

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

R etoile en fonction de r

Fig� ���
 log�� de R�
r en fonction du degr�e de normalisation r

La �gure ����� nous donne un premier renseignement sur les domaines de convergence
estim�es par cette m�ethode� Les conditions initiales du probl	eme SJS ne sont malheureusement
pas comprises dans ce domaine �log����r� � ������� La m�ethode pr�esent�ee dans cet article est
tr	es g�en�erale et peut �etre appliqu�ee 	a de nombreux probl	emes� Mais dans notre cas particulier�
o	u les conditions initiales ont des valeurs assez importantes� il faut appliquer une m�ethode
plus pr�ecise� tenant plus compte des particularit�es du syst	eme pour obtenir des r�esultats
de stabilit�e� Pour cela� on va calculer explicitement les fonctions en jeu en se servant du
manipulateur alg�ebrique TRIP�
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Peut�on n�egliger l�in�uence du reste R �

Les �equations du mouvement sont� pour � � j � � et exprim�ees en les variables �z� �z� 
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��j
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�j� ��H�

�Ij
�z� �z�� �R

�Jj
�z� �z�

������

On note �J��j�t� et ����j�t� les solutions du syst	eme de hamiltonien H� seul �syst	eme non
perturb�e par le reste� et �z�� �z�� les coordonn�ees cart�esiennes associ�ees� On esp	ere que pour
un R su�samment petit Jj�t� et �J��j�t� vont �etre su�samment proches pendant un temps
de l�ordre de l��age du syst	eme solaire� On a donc������
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On se place dans le domaine de l�espace ' des phases correspondant 	a J�� J�� J� � Jmax� On
a� par le th�eor	eme des accroissements �nis pris sur ce domaine 


jJj�t�� �J��j�t�j � t supt�����t�j



Jj �t���



�J��j �t��j ������

jJj�t�� �J��j�t�j � t sup� j
�H�

��j
�z�� �z���

�H�

��j
�z� �z�� �R

��j
�z� �z�j ������

Et donc

jJj�t�� �J��j�t�j � t sup� jjD
�H�

��j
jj sup� jjz � z�jj

�t sup� j
�R

��j
�z� �z�j ������

Cette majoration donne de tr	es mauvais r�esultats car le premier terme est de l�ordre de
grandeur de H� 
 en e�et jjD��H����j�jj est beaucoup plus gros que j�R���j� On n�obtient des
r�esultats que pour un domaine tr	es petit inclu dans '� pour lequel jjz�z�jj est proche de z�ero�
de la m�eme mani	ere que pour le lemme ���� On ne peut pas sous ces conditions ne consid�erer
que la dynamique du hamiltonien H� pour approcher celle de H� On va donc consid�erer la
dynamique globale du syst	eme tout en ne construisant une forme normale qu�	a partir du
seul hamiltonien connu H�� Cela va nous permettre d��eliminer� par cette transformation� la
di�cult�e rencontr�ee qui vient principalement de la variation trop importante de H��

Conclusion� M�ethode choisie

On choisit de mettre en oeuvre la m�ethode suivante 
 on calcule le hamiltonien H� jusqu�	a
un degr�e nH �aussi �elev�e que possible pour avoir un reste R aussi petit que possible� puis on
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construit explicitement un changement de variables qui donne une forme normale de Birkho�
jusqu�	a un degr�e nN 	a partir du hamiltonien H� seul� On a

H�J� �� � �N�� �J� � �R�� �J� ��� � �R� �J� ��� ������

o	u �N� est la forme normale� �R� le reste venant de la normalisation et �R est le reste R
exprim�e dans les nouvelles variables� Comme ici � �N��� �� � �� il su�t que �� �R� � �R��� �� soit
su�samment petit pour garantir des r�esultats de stabilit�e�

����� Construction de la forme normale

Construction formelle

La transformation est d�e�nie de la m�eme mani	ere qu�	a la section ����� et est calcul�ee
explicitement jusqu�	a un certain ordre nN � La limitation de cette construction est donn�ee par
le temps de calcul des s�eries Wk�
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Fig� ���
 log�� de jjWk��jjk en fonction du degr�e k

Sur cette �gure ������ on repr�esente les normes k du hamiltonien W d�e�nissant la trans
formation qui permet la construction de la forme normale �en partant du hamiltonien tronqu�e
au degr�e nH � ���� Le calcul e�ectif de ces normes est tr	es important et va nous permettre de
majorer e�cacement les termes des s�eries intervenant lors de la normalisation du hamiltonien�
Le temps pris pour le calcul de ces fonctions Wk double 	a peu pr	es 	a chaque passage de k
	a k � � et on a calcul�e pour l�instant ces fonctions jusqu�	a k � nN � ��� Pour ce degr�e� le
temps de calcul est 	a peu pr	es d�une semaine en utilisant le service de calcul formel de l��ecole
Polytechnique� On ne peut donc pas esp�erer aller 	a un ordre beaucoup plus �elev�e� le temps
de calcul devenant tr	es rapidement �enorme�
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Domaine de convergence

La d�e�nition de la transformation e�ectuant la normalisation 	a un degr�e donn�e que l�on
a fournie dans la section ����� est purement formelle et on a donc besoin d�estimer son rayon
de convergence� On utilise les r�esultats classiques de �Ramis et al�� ������

De�nition � Cylindre de s�ecurit�e 

On consid�ere l	�equation di��erentielle

y	 � f�y� t� ������

o�u f 
 J � U  E est continue� J �etant un intervalle de R et U un ouvert de l	espace de
Banach E� On appelle cylindre de s�ecurit�e en �t�� y�� � J � U tout couple �I� B�� o�u I est un
intervalle born�e v�eri�ant ft�g � I � J � B une boule ferm�ee Bf �y�� r�� �r  �� incluse dans
U et si il existe un r�eel M strictement positif tel que 


�t � I� jt� t�j �
r

M
et ��t� y� � I �B jjf�t� y�jj �M ������

Lemme � Il existe un r�eel r� strictement positif tel que� pour l	�equation di��erentielle �������
#�� �$� Bf��� r�� soit un cylindre de s�ecurit�e�

D�emonstration � On d�e�nit la fonction M 
 R R de la facon suivante 


M�r� � max
j����

nN��X
k��

jj�Wk

��zj
jjk��rk�� ������

Alors� sur le domaine B��� r��#�� �$� la fonction JDW ��z� �� est major�ee par le majorant M�r��
Or on a W ��z� �� �

PnN��
k�� �kWk��� Comme W� � �� On a M�r� � O�r�� quand r tend vers

z�ero� Et donc il existe r� tel que pour tout r � #�� r�$� on a M�r� � r� On v�eri�e alors bien
que #�� �$�B��� r�� est un cylindre de s�ecurit�e� �
On utilise alors le th�eor	eme suivant 


Th�eor�eme � �Ramis et al�� ���� Soit �I� B� un cylindre de s�ecurit�e en �t�� y��� Si f est
k�lipchitzienne en y sur I � B� il existe une solution unique de ������� ) 
 I  E� telle que
)�I� � B et )�t�� � y��

Comme la fonction JDW ��z� �� est 	a coe�cients polyn�omiaux� elle est klipchitzienne en �z
et on prouve donc l�existence d�une solution de l��equation di��erentielle sur l�intervalle #�� �$
entier� Naturellement� le rC� critique apparait 
 le r�eel r� le plus grand tel que #�� �$�B��� r��
soit un cylindre de s�ecurit�e� La valeur de rC� nous donne une borne sup�erieure du rayon de
convergence de cette transformation� On estime alors les valeurs de rC� en fonction de nH et
nN � On a

jj�W
��zj

jjr� �
nN��X
k��

jj�Wk

��zj
jjk��rk��� ������

Donc il existe un r�eel rC� minimum tel que

nN��X
k��

jj�Wk

��zj
jjk��rk��� � r� ������
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Fig� ���
 rayon critique rC� en fonction du degr�e de normalisation nN et pour plusieures valeurs
du degr�e de troncature du hamiltonien nH �

pour tout r� � rC� et pour tout j � �� �� �� On calcule pratiquement la valeur de rC� qui d�epend
donc avant toute chose du degr�e de normalisation du syst	eme�

On voit� sur la �gure ������ que la d�ependance de ces courbes en fonction du degr�e nH de
troncature du hamiltonien est faible �les courbes trac�ees correspondent 	a nH � �� nH � �� et
nH � ���� Ces courbes doivent bien entendu tendre vers z�ero quand le degr�e de normalisation
tend vers l�in�ni �La forme normale de Birkho� n�est pas convergente�� Mais pour le domaine
de conditions initiales consid�er�e� on peut aller jusqu�	a une normalisation au degr�e �� sans
probl	eme� La di��erence entre les courbes nH � �� et nH � �� est tr	es faible et pourrait �etre
vue par un zoom aux alentours de nN � ���

	�� Di�usion des nouvelles actions �J

Dans cette section� on aborde une question plus simple qui consiste en l��etude de la dy
namique des nouvelles actions en ne tenant pas compte du reste R ����� 
 on va majorer la
di�usion relative de ces actions par une petite quantit�e sur un temps �ni mais long en ne
tenant compte que du reste venant de la normalisation�

����� M�ethode

Pour la majoration rigoureuse des restes issus de la normalisation� on utilise une m�ethode
semblable 	a celle de l�article �Giorgilli et al�� ������ La principale di��erence est que l�on
va calculer explicitement les polyn�omes r�esultants de la construction de la forme normale
jusqu�a des degr�es �elev�es et on va donc pouvoir �etablir des majorations plus pr�ecises pour les
s�eries entrant en jeu �dans l�esprit de travaux comme �Giorgilli et Skokos� ������ �Skokos et
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Dokoumetzikis� ����� et �Gabern et Jorba� ������� On d�e�nit �'� � f�z�� �z�� �z� � j�z�j� j�z�j� j�z�j �
�g� On a

H�J� �� � H��J� �� � R�J� ��

� �H� �J� ��� � �N�� �J� � �R�� �J� ��� � �R� �J� ��� ������

O	u �N� est la forme normale du syst	eme� �R� le reste provenant de la construction de la
forme normale et �R� �J� ��� � R�J� ��� On cherche 	a majorer� pour des conditions initiales
choisies dans un domaine proche de l�origine� la quantit�e j �Jj�t�� �Jj���j pour tout t inf�erieur
	a � milliard d�ann�ees ��age approximatif du syst	eme solaire�� ce qui donnera un r�esultat de
stabilit�e pour notre syst	eme� une borne 	a la di�usion des actions� D�une mani	ere classique et
dans le m�eme esprit que le lemme ���� on prend les actions �J��� initiales dans un domaine
�'�� et on prouve que sur un temps assez long la di�usion est plus faible qu�une valeur � 

on reste dans le domaine �'�� o	u �� � �� � ����� Pour cette �etude� on ne consid	ere que la
dynamique du hamiltonien �H� � �N�� �J� � �R�� �J� ��� et donc on n�eglige le reste �R� On n�eglige
ce reste pour pouvoir avoir une id�ee pr�ecise de l�in�uence de la normalisation� En particulier�
cela nous permet de calculer le degr�e optimal de normalisation rendant le degr�e �R� le plus
petit possible� Le reste �R sera pris en compte dans la section �������� Dans le m�eme esprit

que l�article �Giorgilli et al�������� on majore� sur le domaine �'�� � les j  �Jjj � j� �R��� ��jj pour
appliquer le th�eor	eme des accroissements �nis� Le reste j� �R��� ��jj est major�e en utilisant des
estimations purement alg�ebriques sur l�op�erateur T � de changement de variables� On s�assure
�nalement que la valeur de j �Jj�t� � �Jj���j est su�samment petite pour que l�on reste dans
�'�� et pour que les variables �Jj soient quasi constantes pendant l��age du syst	eme solaire� On
obtient �nalement� sur un temps t� une majoration de la di�usion de j �Jj�t�� �Jj���j�

����� Majoration de l�in�uence du reste �R�

Cette majoration va requ�erir plusieurs lemmes� On se place dans un domaine �'�� o	u
�� � ���� � ��� On va majorer la di�usion des nouvelles actions �J sur ce domaine de l�espace
des phases� On a� dans les nouvelles variables�

�H�� �J� ��� � T �H� � �N�� �J� � �R�� �J� ��� ������

On exprime la variation temporelle des actions �Jj� � � � j � �� par

j  �Jjj � jf �H�� �Jjgj � jT ��fH�� Jjg�j � j X
k��� k pair

#T ��fH�� Jjg�$kj ������

D�autre part� �N� ne d�epend que des actions Jj et donc
nNX

k��� k pair

#T ��fH�� Jjg�$k � f �N�� �Jjg � � ������

Ces s�eries sont exprim�ees dans les nouvelles variables �z�� �z� et �z�� En utilisant les normes
pr�ec�edemment d�e�nies� on obtient

j  �Jjj �
X

k�nN��� k pair

jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk ��
k ������

On va� en consid�erant les �equations alg�ebriques donnant #T ��fH�� Jjg�$k� majorer les normes
jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk�
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Majoration des jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk
La majoration des normes jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk requiert des raisonnements purement alg�ebriques

et l�utilisation de proc�edures de calcul formel� Toutes les �etapes et les calculs qui vont suivre
sont impl�ement�es sous TRIP� On a� pour chacun de ces Jj�

#T ��fH�� Jjg�$k �
kX

l��� l pair

T �
k�l�#fH�� Jjg$l� ������

On va calculer les normes jjT �
k �#fH�� Jjg$l�jjk�l� La premi	ere �etape est le calcul e�ectif des

crochets de Poisson #fH�� Jjg$l � f#H�$l� Jjg� Comme #H�$l est nul pour tout l  nH � on a
jjT �

k �#fH�� Jjg$l�jjk�l � � pour l  nH � On commence par calculer ces normes explicitement�
C�est 	a dire que pour tout les �k� l� tels que � � l � nH et � � k � n�� on calcule explicitement
les s�eries T �

k �#fH�� Jjg$l� et leur norme �le choix de l�entier n� d�epend du temps de calcul de
ces s�eries�� On cherche ensuite 	a majorer la norme du terme T �

k �#fH�� Jjg$l�� pour tout k� On
se sert du lemme suivant�

Lemme � On a
jjT �

k �#fH�� Jjg$l�jjk�l � Bk�l ������

o�u k� l sont un couple d	entiers et o�u les Bk�l sont d�e�nis de la mani�ere suivante 
 Bk�l � � si
k o�u l sont impairs� Bk�� � � pour tout k� Bk�l � � pour tout l  nH�

Pour tout l� k tels que � � l � nH et � � k � n��

Bk�l � max
j����

jjT �
k �#fH�� Jjg$l�jjk�l ������

Pour tout l� k tels que � � l � nH et k  n��

Bk�l �
�

k

kX
q��� q pair

�q � ���k � q � l�jjWqjjq��Bk�q�l ������

D�emonstration � Pour l � � ou l  nH � #fH�� Jg$l est nul et donc� dans ces cas on peut
prendre comme majorant Bk�l � �� Pour le calcul des autres Bk�l� on se sert de la formule de
r�ecurrence de l�op�erateur T ��

T �
k �#fH�� Jg$l� � ��

k

kX
q��� q pair

LWq � T �
k�q�#fH�� Jg$l� ������

On obtient alors� en utilisant la propri�et�e fondamentale de majoration �����

jjT �
k �#fH�� Jg$l�jjk�l �

�

k

kX
q��� q pair

�q � ���k � q � l�jjWqjjq��Bk�q�l ������

Ce qui prouve le lemme� �
Pour pouvoir trouver une majoration du reste� il reste 	a obtenir une majoration de la suite
Bk�l quand k tend vers l�in�ni� On majore cette suite par une suite g�eom�etrique gr�ace au
lemme suivant 
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Lemme � Pour � � l � nH � il existe un r�eel positif �C� dit �critique� tel que pour tout r�eel
positif �l  �C� il existe un r�eel Pl positif et un entier naturel Nl tel que pour k 	 Nl� on a

Bk�l � Pl�
k
l ������

D�emonstration � On d�e�nit �C comme �etant le r�eel positif tel que

nN��X
q��� q pair

�q � ��jjWqjjq�� �C�q � � ������

Ce r�eel existe car la fonction f��� �
PnN��

q��� q pair�q � ��jjWqjjq�� ��q est continue� strictement
d�ecroissante sur R�� lim���� f��� � � et lim���� f��� � ��� Soit l �x�e� Soit un r�eel �l
sup�erieur strictement 	a �C � On d�e�nit l�entier Nl de la mani	ere suivante 
 on a

#
�

k

min	k�nN��
X
q��� q pair

�q � ���k � q � l�jjWqjjq�� �l�q$ �

min	k�nN��
X
q��� q pair

�q � ��jjWqjjq�� �l�q �
�

k

nN��X
q��� q pair

�q � ����q � l�jjWqjjq�� �l�q ������

On sait que
min	k�nN��
X
q��� q pair

�q � ��jjWqjjq�� �l�q � � ������

car �l  �C � Donc il existe un entier Nl tel que pour k sup�erieur 	a cet entier Nl� on a

#
�

k

min	k�nN��
X
q��� q pair

�q � ���k � q � l��l
�q$ � � ������

On d�e�nit ensuite Pl tel que Pl � maxk�Nl�nN �Nl
���kl Bk�l�� La propri�et�e Bk�l � Pl �

k
l est donc

v�eri��ee pour k � Nl� On utilise alors une d�emonstration par r�ecurrence sur k pour k 	 Nl���
Supposons cette propri�et�e vraie jusqu�au rang k � ��

Bk�l �
�

k

kX
q��� q pair

�q � ���k � q � l�jjWqjjq��Bk�q�l ������

Donc�

Bk�l � #
�

k

min	nN���k
X
q��� q pair

�q � ���k � q � l�jjWqjjq�� �l�q$Pl�kl ������

Comme on a

#
�

k

nN��X
q��� q pair

�q � ���k � q � l�jjWqjjq�� �l�q$ � �� ������

la r�ecurrence est vraie� �

��



En pratique� on va faire le plus possible de calculs explicites de ces majorations en utilisant
un manipulateur alg�ebrique qui calcule les s�eries �etudi�ees et la valeur exacte de la norme k� l
du polynome homog	ene T �

k �#fH�� Jg$l�� Toutefois� ces calculs deviennent rapidement trop longs
�d	es k � �� car les s�eries consid�er�ees contiennent trop de termes� On calcule alors les valeurs
de la suite Bk�l en prenant sa d�e�nition �lemme ��� Le lemme � fournit ensuite une majoration
pour les termes Bk�l non calcul�es� Pour obtenir une meilleure majoration des termes que l�on
ne pourra pas calculer� on doit choisir des �l pas trop �eloign�es de la valeur critique �C 
 on
calcule explicitement� gr�ace 	a la formule ������� les Bk�l pour tous les l tels que � � l � nH
et pour un grand nombre de valeurs de k �n� � � � k � nM��� On choisit l�entier nM� tel que
nM�  nN �en pratique on prend m�eme nM� de l�ordre de ��� ou ��� alors que nN est �egal
	a �� au maximum�� Ensuite on majore les Bk�l par une relation du type Bk�l � Pl�

k
l pour

� � l � nH et k 	 nM� � nN pour laquelle les �l sont peu sup�erieurs 	a �C � En pratique�
on ajuste les valeurs de Pl et �l pour que cette majoration soit tout juste veri��ee et que�
par la formule de r�ecurrence ������� cette majoration soit impos�ee pour tout k 	 nM�� On a
�nalement jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk � Pk

l��� l pair Bk�l�l� On calcule explicitement� par la formule de
r�ecurrence ������� les jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk jusqu�a k � nM�� Ensuite� pour k 	 nM�� on majore
les jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk gr�ace 	a la majoration Bq�l � Pl�

q
l � On a Bq�l � � pour l  nH donc�

comme nM� 	 nH � on obtient

jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk �
nHX

l��� l pair

Bk�l�l ������

On a donc� pour k  nM��

jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk �
nHX

l��� l pair

Pl�
k�l
l ������

Majoration de j  �Jjj

En utilisant les majorations pr�ec�edentes� on va obtenir une majoration de j  �Jjj sur le
domaine �'�� �

j  �Jjj �
X

k�nM�� k pair

jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk��k �
X

k�nM���� k pair

jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk��k ������

La partie
P

k�nM�� k pair jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk��k est calcul�ee explicitement par des proc�edures
TRIP en utilisant les valeurs calcul�ees de la suite Bk�l� Pour l�autre partie� on se sert des
majorations pr�ec�edentes 


X
k�nM���� k pair

jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk��k �
X

k�nM���� k pair

�
nHX

l��� l pair

Pl�
k�l
l ���

k

�
nNX

l��� l pair

Pl�
�l
l �

X
k�nM���� k pair

��� �l�
k� ������

��



Il faut remarquer que la condition fondamentale de convergence de ces s�eries est ���l � �
pour tout � � l � nH � Dans le cas o	u cette condition est v�eri��ee 


X
k�nM���� k pair

jj#T ��fH�� Jjg�$kjjk��k �
nHX

l��� l pair

Pl�
�l
l

��� �l�
nM���

�� ��� �l�
� ������

Remarque �� La valeur de �C nous donne une borne inf�erieure du rayon de convergence de
ces transformations� Si �� � ���C alors on peut a�rmer que la transformation est convergente�
La �gure ����� donne la borne inf�erieure ���C du rayon de convergence en fonction du degr�e de
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Fig� ���
 valeur de la borne inf�erieure ���C du rayon de convergence en fonction du degr�e nN
de normalisation pour di��erentes valeurs du degr�e nH de troncature du hamiltonien�

normalisation� Ce rayon d�ecroit� tout comme rC� � quand le degr�e de normalisation augmente
et tend vers z�ero quand celuici tend vers l�in�ni� Toutefois� m�eme pour le degr�e �� de nor
malisation� ce rayon reste sup�erieur au rayon du domaine englobant les conditions initiales
du probl	eme SJS et on peut donc appliquer les lemmes pr�ec�edents dans ce casl	a� Toutefois�
comme on l�a d�eja remarqu�e dans la section �������� le rapport entre ces deux rayons n�est pas
tr	es �elev�e 
 �r�C � ��� et on ne pourra pas �etablir de majoration sur un grand domaine de
conditions initiales� Par la suite� on se concentre sur l��etude du hamiltonien tronqu�e au degr�e
nH � �� 
 au vu des remarques pr�ec�edentes� il n�y a pas beaucoup de di��erences entre cette
troncature et d�autres pour la construction de la forme normale et cela permettra d�avoir une
valeur plus faible pour le reste R�

Remarque �� Quand on compare les �gures ����� et ������ on remarque que la contrainte
majeure de convergence est donn�ee par la valeur de ���C � plus faible en g�en�eral que rC� �

Degr�e optimal de normalisation

En consid�erant les �gures ����� et ������ on voit qu�il y a forc�ement un degr�e optimal de
normalisation inf�erieur 	a �� pour les valeurs du rayon �� sup�erieures 	a la valeur ������ En

��



e�et pour le degr�e ��� le reste �R� ne converge pas� On va calculer� gr�ace 	a l��equation ������
et les majorations r�ealis�ees� le majorant des � �R��� ��j � pour � � j � �� en fonction du rayon
�� et du degr�e de normalisation nN donn�e par les lemmes pr�ec�edents�

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-18

-16

-14

-12

-10

-8

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (a)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

-15.01

-15

-14.99

-14.98

-14.97

-14.96

-14.95

-14.94

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

figure (b)

Fig� ���
 �gure�a� 
 Valeur de log�� du majorant de � �R��� ��j en fonction du degr�e de normal
isation pour plusieures valeurs du rayon �� ��� prend les valeurs ��� ����� ��� ����� ��� �����
��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ���� et ��� ���� de bas en haut�� Les courbes
sont stopp�ees lorsque l�estimation des s�eries d�e�nissant le reste ne converge plus� �gure �b� 

Zoom de la �gure �a� pour une fourchette plus restreinte de valeurs du rayon� au niveau du
changement brutal de degr�e optimal de normalisation ��� prend des valeurs r�eguli	eres entre
����� ���� et ����� ���� de bas en haut��

Les courbes obtenues indiquent clairement la pr�esence d�un degr�e optimal de normalisa
tion� sauf pour des valeurs faibles du rayon du domaine o	u visiblement ce rayon optimal n�est
pas atteint mais pour lesquelles on consid	erera que ce rayon optimal �pour notre �etude� est
nN � ��� La �gure ����b� indique aussi clairement qu�il y a un saut entre les valeurs �� et ��
du degr�e optimal de normalisation pour la valeur �� � ����� �����

On peut faire plusieurs commentaires 	a propos de ces r�esultats� donn�es par la �gure ������
Pour le probl	eme SJS le degr�e optimal de normalisation n�est pas atteint avant le degr�e ���
Le degr�e optimal de normalisation semble devenir tr	es grand pour des valeurs du rayon ��
inf�erieure 	a ��� ���� et tr	es faible pour une valeur sup�erieure 	a ��� ���� �dans ce cas� les es
timations li�ees 	a la normalisation ne servent 	a rien�� Bien que calcul�ee di��eremment dans
l�article �Giorgilli et Skokos� ������ la courbe qui donne le degr�e optimal de normalisation
en fonction du rayon du domaine a la m�eme allure que la �gure ������ En particulier� Il ap
parait aussi une valeur du rayon qui donne un saut du degr�e de normalisation� Toutefois�
une �etude plus r�ecente �Skokos et Dokoumetzidis� ����� met en �evidence un comportement
di��erent du degr�e de normalisation optimal� Ces comportements ne sont pas expliqu�es mais
une �etude plus g�en�erale sur l�apparition du degr�e optimal de normalisation lors de la construc
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Fig� ���
 Valeur optimale �inf�erieure 	a ��� du degr�e de normalisation en fonction du rayon ��

tion d�une forme normale de Birkho� dans un probl	eme g�en�erique pourrait mettre en lumi	ere
ces comportements� Dans notre cas particulier� la courbe ����� permet de relier le rayon �� 	a
la variable nN � Par la suite� on se servira toujours du degr�e optimal de normalisation pour
les di��erentes �etudes men�ees� ce qui r�eduit le nombre de param	etres de l��etude et la rend
plus facile� D�autre part� la zone de changement de degr�e de normalisation est entre ���� et
�� ���� 
 on va restreindre notre �etude 	a ce domaine de rayons �qui contient les conditions
initiales du probl	eme SJS� pour mesurer l�e�cacit�e de ces m�ethodes de normalisation�

����	 R�esultats de stabilit�e

Les majorations pr�ec�edentes permettent de prouver des r�esultats de stabilit�e 


Lemme �� Supposons que les conditions initiales �x��� soient dans le domaine �'�� o�u �� est

un r�eel positif� Soient �� � des r�eels positifs tel que sur le domaine '�� � on ait j  �Jjj � � �avec
�� � �� � ����� Alors�

j �Jj�t�� �Jj���j � � t ������

pour tout t tel que �t � ��� � ��� � ����
��

D�emonstration �� On applique le th�eor	eme des accroissements �nis sur le domaine '�� �
On veut que� pendant le temps consid�er�e� j �Jj�t�j � ��

�� Or on a j �Jj���j � ��
�� Donc� si on

a j �Jj�t� � �Jj���j � ��� � ��� � ����
�� alors la condition j �Jj�t�j � ��

� est veri��ee� Donc� pour
t � ��� � ��� � ����

��� � tmax� les actions Jj�t� restent dans le domaine '�� � La majoration
trouv�ee n�est valable que pendant ce temps l	a� �
Ce lemme permet donc une majoration tr	es simple de la di�usion des actions pendant un
temps �ni� Plus �� est petit et plus la di�usion est faible et le temps sur lequel cette di�usion

��



est born�ee est long� Avoir une majoration en temps �ni est le prix 	a payer pour pouvoir a�rmer
des r�esultats pour des conditions initiales prises dans un ouvert de l�espace des phases�

Etude pratique

On se sert du lemme ainsi que de l��etude donnant le degr�e optimal de normalisation pour
trouver une majoration de la di�usion� On calcule� quel est le temps minimum donnant une
di�usion de �&� ���& et ����& des actions �J en fonction du domaine '�� comprenant les
conditions initiales �J��� pour le degr�e optimal de normalisation donn�e par la �gure ������
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Fig� ����
 log�� de la valeur du temps minimum pour une di�usion de ��������� et ����

�courbes de bas en haut� des actions �J en fonction du rayon des actions de d�epart �J��� pour
nH � ���

Le premier commentaire que l�on peut faire est que� pour les conditions initiales du
probl	eme SJS� le temps minimum pour avoir une di�usion de ���� est bien sup�erieur 	a l��age
approximatif du syst	eme solaire �� � milliard d�ann�ees�� Toutefois� les conditions initiales
�J��� ne sont pas bien connues pour le probl	eme SJS� la seule donn�ee que l�on a sont les condi
tions initiales J���� On va essayer dans la section suivante de tenir compte de cette remarque
et du reste R jusqu�alors n�eglig�e� Les r�esultats de cette section concernent surtout le degr�e
optimal de normalisation qui ne d�epend pas de ces deux simpli�cations 
 on gardera donc les
valeurs du degr�e optimal durant toutes les �etudes qui vont suivre�

Les r�esultats donn�es par cette �etude sont tr	es tranch�es 
 si les excentricit�es initiales �SJS�
sont divis�ees par deux� les temps de stabilit�e deviennent tr	es grands �t � ����ans�� A contrario�
si elles sont multipli�ees par deux� on n�obtient plus de r�esultat �t � ���ans��

��



	�� Ra�nements

Cette �etude pr�ealable est assez grossi	ere et plusieurs e�ets sont n�eglig�es� Le premier que
l�on vient de constater� est que l�on n��etablit de di�usion que pour des conditions initiales prises
dans le domaine �'�� des variables �z et non dans le domaine vrai des conditions initiales des
anciennes actions '�� Le second est que l�on a n�eglig�e l�in�uence du reste R dans la dynamique
du probl	eme� On essaie� dans cette section� de tenir compte de ces e�ets� Toutefois� le reste
R ne pourra pas �etre major�e rigoureusement et on se limitera 	a une �etude peu pr�ecise dans
ce domaine� en essayant juste de mesurer l�in�uence des ra�nements sur la �gure �������

��	�� Passage des variables initiales z	�
 aux variables initiales �z	�


les valeurs Jj��� sont connues �conditions initiales du syst	eme� ���� mais les valeurs �Jj���
non� On a estim�e la di��erence entre ces deux valeurs pour avoir des renseignements sur
la valeur initiale des nouvelles actions dans le but d�appliquer ensuite le lemme pr�ec�edent�
On choisit le domaine '� englobant les conditions initiales� On doit forc�ement aussi avoir
� � �r��C pour assurer que la transformation T est convergente� Pour z��� dans le domaine '��
on doit estimer les nouvelles coordonn�ees �z��� � ��z����� �z����� �z������ Pour le faire� on majore
j �Jj � Jjj en se servant de majorations de JDW ��z� �� ������� On obtient �nalement j �Jj��� �
Jj���j � ��� Pour obtenir un �� su�samment petit et la convergence des op�erateur T� T �� il faut
se placer dans un domaine proche du point �xe elliptique �� petit�� Les coordonn�ees initiales
j�z����j� j�z����j� j�z����j sont major�ees par �� �

p
�� � �� �elles appartiennent au domaine �'����

Majoration de la di��erence des actions J��� et �J���

Si les variables zj��� sont dans le domaine '�� on va essayer de montrer que les variables
�zj��� sont alors dans un domaine '�	��w
 o	u w est dans R�� Pour cela on se sert du lemme
suivant� qui va nous donner� par la suite� une m�ethode pratique d��etude de la di��erence
j �Jj���� Jj���j 


Lemme �� Soit M un r�eel positif� Il existe un r�eel positif �max tel que si les conditions
initiales zj��� sont dans le domaine '�max� alors on a j �Jj���� Jj���j �M �

D�emonstration �� Soit M un r�eel positif� La formule donnant les nouvelles actions �Jj� � �
j � � en fonction des anciennes variables est la suivante 


�Jj��z� � T� �Jj�z� ������

Mais le calcul de l�op�erateur T� est di�cile� la formule de r�ecurrence le d�e�nissant ������
n��etant pas d�usage facile et ne permettant pas d�avoir des majorations alg�ebriques int�eressantes�
En particulier� l�application de l�in�egalit�e ����� ne permet pas de faire des majorations e�
caces� On va� en fait� revenir 	a une d�e�nition plus fondamentale de la transformation entre les
coordonn�ees z et �z� Soient w� � deux r�eels positifs� On se place dans les variables actionangle
et dans un domaine U � #�� �$ � B��� ��� � w�� qui est un cylindre de s�ecurit�e� Il su�t de
prendre w� � tel que l�in�egalit�e suivante soit v�eri��ee

��� � w� � �r��C ������

��



On note �w � ��� � w�� On a

 �Jj��� z� �
�W

��j
��� �z���� ������

On applique alors le th�eor	eme des accroissements �nis sur le domaine U � On a

j �Jj����� �Jj����j � j�� � ��j max	jzj��w�	��	�	�
 j
�W

��j
��� �z�j ������

D�o	u

j �Jj����� �Jj����j � max	jzj��w���	��
 j
�W

��j
��� �z�j ������

On a� sur le domaine U �

j�W
��j

��� �z�j �
nN��X
k��

�k��jj�Wk

��j
jjk���k��w ������

Et donc on obtient la majoration de la valeur de j �J����� �J����j suivante 


max��������w
j�W
��j

��� �z�j � max
j����

nN��X
k��

jj�Wk

��j
jjk���k��w � ���� w� ������

Si on prend �� � � et �� � � on obtient donc une majoration de la di��erence des actions
initiales jJj�t � ��� �Jj�t � ��j 


jJj���� �Jj���j � ���� w� ������

On doit v�eri�er aussi que j�z���j � �w pour toute valeur de � entre � et �� C�est	adire que
j �J���j � ��w On a

j �J���j � j �J���� �J���j� j �J���j � � � �� ������

On doit donc avoir � � �� � ��w c�est 	a dire

� � ���� � w��� � �� ������

Quand � tend vers z�ero� on a ���� w� � O���� et donc� pour toute valeur strictement positive
de w� si on prend � assez petit� l�in�egalit�e ������ est v�eri��ee� De m�eme si � est su�samment
petit� l�in�egalit�e

���� w� �M ������

est v�eri��ee� Il existe donc un r�eel positif �max tel que si � � �max� alors les trois in�egalit�es
���������������� sont v�eri��ees et le lemme est d�emontr�e� �
Remarque �� En pratique� on ne choisit pas le majorant M voulu de jJj � �Jjj� On va
prendre� si c�est possible� � comme le majorant des variables et on calcule alors� si il existe�
le w minimum tel que les in�egalites ����������� soient v�eri��ees� Le majorant M est alors
M � ���� w�� Les variables �x sont alors dans le domaine '�� o	u �� �

p
�� � � � On pose

�� � � �

��
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Fig� ����
 log�� de w en fonction du rayon � du domaine '� comprenant les conditions initiales
z����

Etude pratique

On donne ici la courbe repr�esentant le w calcul�e �gr�ace au lemme� en fonction de � et
pour le degr�e de normalisation optimal�

Le fait que la di��erence entre les anciennes actions et les nouvelles soit si faible s�explique
par le fait que l��etude r�ealis�ee dans ce paragraphe est pr�ecise 
 elle ne n�ecessite la d�emonstration
d�aucune convergence et s�obtient par la majoration simple d�un polyn�ome sur un domaine
donn�e� Cette �etude va n�eanmoins avoir tendance 	a d�eformer la courbe de la �gure ������� En
donnant de moins bon r�esultats� Cette courbe� tenant compte de cet e�et� sera donc retrac�ee�
	a la �n de l��etude suivante� dans la �gure �������

��	�� Etude de l�in�uence du reste �R

La deuxi	eme simpli�cation faite lors de l��etude de la section ����� est de consid�erer que le
reste �R n�in�uence pas la dynamique du syst	eme au moins pendant une p�eriode de temps assez
longue� On va� dans cette partie� essayer de mesurer l�in�uence du reste �R sur les variations
de �J � On a

j  �Jjj � j
� �R�

� ��j
j� j �

�R

� ��j
j ������

L�in�uence du premier terme a �et�e d�eja �etudi�ee� On majore l�in�uence du second terme de la
facon suivante 


j �
�R

� ��j
j � ji �

�R

���zj
��zj � i

� �R

��zj
�zjj � j

� �R

���zj
jj��zjj� j �

�R

���zj
jj�zjj ������

��



Comme �R est une s�erie 	a valeurs r�eelles�

j �
�R

� ��j
j � �j�zjj j

� �R

��zj
j ������

Pour �etablir une majoration de � �R���zj � on revient aux variables initiales 


j�
�R

��zj
j �

�X
k��

j �R
�zk

jj�zk
��zj

j� j �R
��zk

jj��zk

��zj
j ������

Comme le reste R est une fonction r�eelle�

j�
�R

��zj
j �

�X
k��

j �R
�zk

j �j�zk
��zj

j� j��zk

��zj
j� ������

On va �etudier s�eparement la majoration des di��erents facteurs de cette in�egalit�e�

Majoration des d�eriv�ees
�zk
��zj

On se sert encore une fois des majorations de l�op�erateur T � pour majorer �zk���zj � L�
expression des anciennes variables en fonction des nouvelles est donn�ee par zk � T �

� zk��z��
Donc�

j�zk
��zj

j � X
q��� q pair

j�T
�
q �zk�

��zj
j � X

q��� q pair

jj�T
�
q �zk�

��zj
jjq�q� ������

On choisit un entier n� tel que les calculs des s�eries �T �
q �zk����zj seront men�es� par une

proc�edure TRIP� jusqu�au degr�e n�� Il reste ensuite 	a estimer les valeurs de jj�T �
q �zk����zj jj

pour q plus grand que n�� On a

jj�T
�
q �zk�

��zj
jjq � jjfT �

q �zk�� ��zjgjjq � �q � ��jjT �
q �zk�jjq�� ������

On calcule aussi explicitement les normes jjT �
q �zk�jjq�� jusqu�a q � n�� On va majorer� pour q 

n�� les jjT �
q �zk�jjq��� comme pour les �etapes pr�ec�edentes� en utilisant la relation de r�ecurrence

d�e�nissant les op�erateurs puis on majorera ces quantit�es par une suite g�eom�etrique� On ne
donne pas les d�emonstrations qui sont �equivalentes 	a celles de la section ��������

Lemme �� Pour tout l entier naturel� on a

jjT �
l �zk�jjq�� � Dl ������

o�u la suite Dl est d�e�nie par la relation de r�ecurrence suivante 


���
��

pour � � l � n�� Dl � maxk���� jjT �
l �zk�jjl��

pour l  n�� Dl �
�

l

Pl
q��� q pair�q � ���l � q � ��jjWqjjq��Dl�q

������

��



Lemme �� Pour tout r�eel �  �C� il existe un reel S et un entier N tel qu	on peut obtenir
la majoration suivante des Dl 


Dl � S� l ������

pour tout l 	 N �

En pratique� on calcule les Dk pour un grand nombre de valeurs� jusqu�	a l � nM�� Ensuite
entre nM� � nN et nM� on calcule la majoration plus pr�ecise 
 Dl � S� l� Puis par une
d�emonstration par r�ecurrence on �etablit Dl � S� l pour tout l 	 nM�� On a �nalement

j�zk���zjj �
n���X

q��� q pair

jj�T �
q �zk����zj jjq ��q

�
nM�X

q�n�� q pair

�q � ��jjT �
q �zk�jjq����q �

X
q�nM���� q pair

�q � �� ��
qS�q ������

C�est 	a dire

j�zk���zj j �
n���X

q��� q pair

jj�T �
q �zk����zj jjq ��q�

�
nM�X

q�n�� q pair

�q � ��Dq ��
q�� � S�����nM���

�nM� � ��� �nM� � ��������

��� ��������
������

Remarque �� On emploie la m�eme m�ethode pour la majoration des ��zk���zj �

On calcule la majoration� pour �� entre � ���� et � ���� des �zj���zk et des ��zj���zk pour
toutes les valeurs de k et j sur le domaine '�� Ces r�esultats sont donn�es sur la �gure ������
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Fig� ����
 Valeur maximale� pour � � j� k � �� de j�zk���zj j � �k�j et j��zk���zj j en fonction du
rayon du domaine �� ��k�j est le symbole de Kronecker��
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Sur cette �gure� apparait tr	es nettement une valeur critique du rayon �C�� pour laquelle
les valeurs des d�eriv�ees divergent ��C�� � �������� Cette valeur donne encore une borne du
domaine plus r�eduite pour l�application de ces m�ethodes mais qui englobe encore les conditions
initiales SJS�

Majoration des d�eriv�ees �R��zk

La premi	ere chose 	a faire pour pouvoir �etudier la d�eriv�ee du reste est de savoir dans quelle
zone �evoluent les anciennes variables zk� Cette zone est estim�ee de la m�eme mani	ere que dans

la section ������� et les anciennes variables sont dans '�z o	u �z �
q
��� � ��� �� est la valeur

de �� de l��etude de la section ������� dans le cas o	u les variables sont suppos�ees �etre dans
le domaine '�� au d�epart� L�estimation du reste ou plus particuli	erement de sa deriv�ee est
l��etape la plus d�elicate de cette �etude� En e�et� on n�a pas d�expression analytique de ce reste�
Le seul moyen d�estimer ce reste est de calculer deux termes 


�R

�zk
�
�H

�zk
� �H�

�zk
������

Comme on calcule ces deux termes de deux mani	eres tr	es di��erentes� on ne va pouvoir estimer
leur di��erence que ponctuellement� sur un ensemble de points du domaine '�z � La valeur
maximale de cette di��erence sur cet ensemble de points est alors prise comme majorant de
la fonction R sur l�ensemble du domaine '�z � Cette estimation n�est pas rigoureuse mais une
�etude rigoureuse est di�cile 	a mener� Le terme �R��zk est facilement calcul�e 	a partir des
�R��xj� �R��y car il y a une relation lin�eaire entre les variables xj� y � x� non diagonalis�ees
et les variables zk diagonalis�ees�

Le terme �H���xj est facile 	a calculer� C�est un polyn�ome connu� calcul�e� et on se sert
d�une proc�edure TRIP pour estimer sa valeur en un point pr�ecis de l�espace des phases�

Le terme �H��xj est calcul�e par une proc�edure FORTRAN moyennisant la v�eritable
distance mutuelle pour trouver la valeur juste de cette fonction� Pour les notations� on se
ref	ere 	a �Laskar� ������ On a

�H

�xj
� K

Z
�������

�

�xj
�

�

jjr� � r�jj
� d��d�� ������

O	u K est une constante d�ependant des param	etres du syst	eme 
 masses� constante de grav
itation� demi grands axes s�eculaires �voir annexe E�� Pour exprimer la d�eriv�ee partielle de
la distance mutuelle suivant la variable xj� on doit donc calculer pour tout couple �k� j�
�� � k � �� � � j � �� les d�eriv�ees �rk��xj� Pour r�ealiser ce calcul� on se sert de l�expression
de ces deriv�ees donn�ee par exemple dans la th	ese de L�Niederman �Niederman� ����� dans la
section �Pr�esentation du probl	eme plan�etaire� et 	a la page ��� On calcule alors les valeurs de
ces d�eriv�ees en fonction des �el�ements elliptiques ce qui permet de faire l�int�egration ������ avec
une bonne pr�ecision par une proc�edure fortran utilisant un algorithme de type �Romberg��
On estime alors la valeur de jj�R��zkjj� comme �etant la valeur maximale prise par la fonction
j�H��zk � �H���zkj sur l�ensemble des points du domaine '� pour lesquels on a e�ectu�e le
calcul� Les actions Jx��Jx� et Jy sont prises entre � et le rayon �� Pour les angles� on a

H �
X
k�Z�

ck�Jx� � Jx�� Jy�e
i	k����k����k���
 ������

��



Pour trouver le maximum� on peut prendre �� � �� En e�et� le hamiltonien est invariant par
rotation� On a alors

H �
X
k�Z�

ck�Jx�� Jx�� Jy�e
i		k��k�
���k�	�����

 ������

Comme k� est pair �parit�e en les variables d�inclinaison� et que k� � k� � k� � � �relations de
d�Alembert�� k� � k� est donc pair� Si on consid	ere la variation des angles du syst	eme donn�ee
par la variation de �� et �� � ��� on n�a besoin de prendre �� entre � et � seulement car
H��� � �� �� � ��� � H���� �� � ���� On prend donc la valeur �x�ee arg�y� � �� la valeur de
arg�x�� varie entre � et � et celle de arg�x���arg�x�� entre � et ��� On estime alors ��gure
����a� ce maximum pour un nuage d�environ ����� points r�epartis r�eguli	erement en actions
et angles 
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Fig� ����
 �gure �a� 
 estimation de la valeur de jj�R����jj� en fonction du rayon � pour
plusieures troncature du hamiltonien �tronqu�e au degr�e nH � � pour la courbe du haut et de
deux en deux jusqu�au degr�e nH � �� pour la courbe du bas� et �gure �b� 
 pour nH � ���
log�� de la valeur �nale du majorant de � �R���zj en fonction du rayon du domaine des variables
de d�epart z����

Sur la �gure �����b�� on donne le r�esultat �nal du calcul de � �R���zj ��equation ������

Remarque �� En r�ealisant cette recherche du maximum de �R��zk� on a constat�e que les
valeurs maximale de cette fonction �etaient toujours obtenues pour des points de l�espace des
phases tels que ��� �� � �� Une �etude plus syst�ematique des valeurs prise par la fonction H
sur l�ensemble de l�espace des phases serait 	a mener�

Remarque �� Ra�nements

On pourrait ra�ner cette �etude par une recherche plus syst�ematique du maximum du
reste sur un certain domaine '� et en construisant une proc�edure Fortran plus adapt�ee� ce
qui donnerait un r�esultat plus rigoureux�

��



D�autre part� un r�esultat math�ematique rigoureux peut �etre obtenu en faisant des esti
mations �	a la Cauchy� sur la s�erie d�e�nissant le hamiltonien ������� Toutefois� cette m�ethode
aurait une tendance tr	es forte 	a diminuer le rayon des domaines dans lesquels on peut prouver
qu�il y a une faible di�usion pendant l��age du syst	eme solaire�

Etude pratique de la di�usion en tenant compte du reste R

On prend donc pour la valeur du reste j� �R���zj j la valeur donn�ee par la courbe �����b� et
on retrace pour cette valeur la �gure ������ en tenant compte de ce reste 
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Fig� ����
 Temps minimum pour une di�usion des actions �J �egale 	a ���� pour quatre cas 

la courbe ��� repr�esente la valeur donn�ee par l��etude de la section ������ L�axe des abscisses
repr�esente la valeur du rayon du domaine contenant de �z���� Pour les trois courbes suivantes
cet axe repr�esente la valeur du rayon du domaine contenant z���� la courbe ��� repr�esente la
valeur donn�ee en tenant compte du changement de variables de l��etude de la section ��������
la courbe ��� repr�esente la valeur donn�ee en tenant compte du reste �R de l��etude de la section
�������� la courbe ��� repr�esente la valeur donn�ee par l��etude naive de la section ��������

La �gure ������ indique la di��erence intervenant entre la courbe de la �gure ������ obtenue
en ne tenant pas compte du reste R� celle obtenue en tenant compte du reste R et celle obtenue
par l��etude naive de la section ������� pour une di�usion de ���� des actions �J �

On peut noter quelques traits de cette �gure� Les di��erences entre les courbes � et �
�qui retranscrivent les di��erences de conditions initiales entre J��� et �J���� sont minimes en
particulier quand on se rapproche du point �xe elliptique� A partir de �  ����� la m�ethode
perturbative ne donne plus de r�esultats int�eressants et diverge m�eme 	a partir de �  ������
L�in�uence du reste R �courbe �� ne se fait sentir que pour � � ����� et devient rapidement
pr�epond�erante quand � tend vers z�ero� Pour � � ������ il n�est pas n�ecessaire de continuer 	a

��



normaliser 	a un ordre sup�erieur 	a nN � �� tant que l�on n�a pas calcul�e le hamiltonien 	a un
degr�e nH sup�erieur 	a ���

Pour les conditions initiales du probl	eme �SJS�� on obtient donc une di�usion de ����

pendant une dur�ee approximative sup�erieure 	a ���� ann�ees et donc sup�erieure 	a l��age estim�e
du syst	eme solaire �� � ��� ann�ees��

��	�	 Retour aux anciennes actions J

On cherche 	a obtenir une majoration de la di�usion des actions J � On se sert de toutes
les majorations que l�on a r�ealis�e� On a

jJj�t�� Jj���j � jJj�t�� �Jj�t�j� j �Jj�t�� �Jj���j� j �Jj���� Jj���j ������

Pour toute valeur des conditions initiales prises dans le domaine '�� et pour tout t inf�erieur
	a la valeur donn�ee par le lemme ����� on obtient� d�apr	es les majorations ������������

jJj�t�� Jj���j � �� � � t � �� � �� ������

Toutefois� cette borne 	a la di�usion des variables J�t� �variables issues de la diagonalisation�
ne donne pas des renseignements tr	es bons sur la variation� chaotique ou non� des excentricit�es
qui s�obtiennent 	a partir de la formule de diagonalisation car on ne sait aucun renseignement
sur les variables angles ���� ��� du syst	eme�	

x� � cos���z� � sin���z� � cos���
p
J�e

i�� � sin���
p
J�e

i��

x� � sin���z� � cos���z� � sin���
p
J�e

i�� � cos���
p
J�e

i�� ������

De m�eme� on n�obtient aucun renseignement sur l��evolution des longitudes des noeuds� Toute
fois� on obtient des renseignements sur les inclinaisons qui s�obtiennent gr�ace aux formules
������ et ������ �voir remarque suivante�� Ce r�esultat nous permet seulement de r�eduire la part
de chaos des solutions de ce probl	eme quand on est pr	es du point �xe elliptique mais dans une
zone qui reste raisonnablement grande et qui englobe les conditions initiales de notre syst	eme
solaire 
 les solutions restent pr	es d�un tore particulier �d�e�ni par �J���� pendant la dur�ee du
syst	eme solaire mais on ne sait rien de l��evolution de cette solution pr	es du tore consid�er�e�
Si on veut un r�esultat de quasip�eriodicit�e pour les variables d�excentricit�e et d�inclinaison�
on doit essayer d�avoir des renseignements sur les angles du syst	eme 
 cette �etude est r�ealis�ee
dans la section suivante�

Remarque �	 Ce r�esultat permet de borner la di�usion des actions de d�epart qui� prises
dans le domaine '� restent dans le domaine '�fin o	u �fin �

p
�� � ��� On obtient donc aussi

le r�esultat d�encadrement des actions suivant 


��j � max�jJj���j � ��� �� � jJj�t�j � jJj���j� �� � ��j ������

On obtient alors zj�t� � '�j pour le temps consid�er�e� Et donc� dans les variables non diago
nalis�ees����
��

min�j cos��x�j �� � j sin��x�j����j cos��x�j �� � j sin��x�j��� � jx�j � j cos��x�j �� � j sin��x�j ��
min�j sin��x�j �� � j cos��x�j ����j sin��x�j �� � j cos��x�j ��� � jx�j � j sin��x�j �� � j cos��x�j ��
�� � jyj � ��

������

��



Ce qui donne de nouveaux encadrements pour les excentricit�es et inclinaisons� Toutefois� en
g�en�eral� pour les excentricit�es� cette majoration n�est pas tr	es int�eressante et ne donne pas
de r�esultats bien meilleurs que la majoration obtenue en tenant compte de l�invariance du
moment cin�etique �comparer les majorations de la section ����� et de la section ����� Par
contre� pour les inclinaisons� on obtient des r�esultats int�eressants �l��etude est men�ee dans le
cas du probl	eme SJS� dans la section ����� La di��erence vient du fait que� si on ne sait pas
comment �evoluent les angles des noeuds� on sait qu�en tout cas ils sont oppos�es� La norme
de y ne fait pas intervenir les expressions des angles du syst	eme� Cette constatation permet
d�obtenir des encadrements pr�ecis des valeurs de jy�j et jy�j �gr�ace aux formules ���� et ������

	�	 Pr�es d�une solution quasi�p�eriodique

Si on veut que notre solution soit proche d�une solution quasip�eriodique� on doit obtenir
des renseignements sur la di�usion des angles� La variation des angles est donn�ee par

 ��j �
� �H

� �Jj
�
� �N�

� �Jj
�
�� �R� � �R�

� �Jj
������

Le risque principal est que� dans cette expression� le terme � �N��� �Jj soit beaucoup plus grand
que la contribution des restes ce qui ne permet pas d�obtenir des r�esultats sur la dynamique des
angles� Soit � �J�� ���� la solution quasip�eriodique du syst	eme de hamiltonien �N� et de m�emes
conditions initiales que notre syst	eme� Les solutions de ce syst	eme int�egrable sont donn�ees
par 	

�J��j�t� � �Jj���
����j�t� � ��j��� � ��j t

������

O	u les fr�equences de cette solution quasip�eriodique ��j sont d�e�nies par

��j �
� �N�

� �Jj
� �Jj���� ������

On va essayer de borner la di�usion de notre solution� compar�ee 	a cette solution quasip�eriodique�
La di�usion des actions a d�eja �et�e born�ee dans les section pr�ec�edentes� Pour les angles� on a

 ��j �  ����j �
� �N�

� �Jj
� �J�� � �N�

� �Jj
� �J�� �

�� �R� � �R�

� �Jj
� �J� ��� ������

Comme on a �etabli un r�esultat de stabilit�e sur les actions �J � qui restent pendant un temps
t dans le domaine �'�� � on obtient la majoration suivante� qui permet de borner la di�usion
des angles par rapport 	a cette solution quasip�eriodique pendant le temps t 


j  ��j �  ����jj � sup ���
jjD�

�N�

� �Jj
jj sup ���

jj �J � �J�jj� sup ���
j�� �R� � �R�

� �Jj
j ������

La fonction D�� �N��� �Jj� est facile 	a calculer et 	a majorer gr�ace 	a TRIP� En e�et on a

jjD�
�N�

� �Jj
jj � �

�X
k��

�
�� �N�

� �Jj� �Jk
������ ������

��



Et on majore cette expression

j �
� �N�

� �Jj� �Jk
j �

nNX
n��

jj �
� �N�

� �Jj� �Jk
jjn�� �n��� ������

La fonction �N� �etant calcul�ee explicitement� ces normes sont aussi calculables explicitement�
La majoration de sup ���

jj �J � �J�jj s�obtient par les raisonnements pr�ec�edents �sections �����

et ������ qui majorent la di�usion des actions 
 pendant la dur�ee du syst	eme solaire� on a
sup ���

jj �J � �J�jj � � t �voir lemme ������ Le terme sup ���
j�� �R� � �R��� �Jjj est un peu plus

di�cile 	a obtenir� On a

�� �R� � �R�

� �Jj
�
� �R�

��zj

��zj

� �Jj
�
� �R�

���zj

���zj

� �Jj
�
� �R

��zj

��zj

� �Jj
�
� �R

���zj

���zj

� �Jj
������

Comme �R� et �R sont des fonctions r�eelles� on a

j�� �R� � �R�

� �Jj
j � � �j�

�R�

��zj
j� j�

�R

��zj
j� j��zj

� �Jj
j ������

Le terme � �R����zj � f �R�� ��zjg se majore en utilisant une m�ethode similaire 	a celles utilis�ees
dans les raisonnements pr�ec�edents �voir section ��������� Le terme � �R���zj a d�eja �et�e major�e
�voir section ��������� Le terme ��zj�� �Jj � ���zj�

�� pose un probl	eme 
 Il faudrait pouvoir
minorer j�zjj pour en trouver une majoration� ce qui revient 	a minorer �Jj� Dans la section
������ on peut� sans trop rajouter d�hypoth	eses� calculer une minoration des actions �J �

����� Minoration des nouvelles actions �J

Pour pouvoir donner des renseignements sur les angles du syst	eme� on doit minorer les
actions� En e�et� si les actions sont nulles� dans le syst	eme de variables actionangles� on a
une singularit�e et les angles ��j ne sont pas d�e�nis� Dans le lemme ����� on a �etabli une borne
	a la di�usion des actions 
 j �J�t� � �J���j � � t� Si on minore les actions de d�epart �J��� 	 �
alors les actions restent minor�ees par max�� � �t� �� � ��� Si � est su�samment petit alors
on peut arriver 	a avoir ��  � et donc 	a majorer j��zjj��� L��etude conjointe d�un minimum et
d�un maximum des actions �J est assez complexe et on va r�ealiser une �etude seulement pour
la valeur du minimum des actions correspondant 	a la valeur minimale des actions pour le
probl	eme SJS c�est	adire que l�on prend jzj���j 	 �� �����

����� Calcul d�une majoration de f �R�� ��zjg

On peut majorer ce terme par

jf �R�� ��zjgj �
X

k�nN���k pair

jj#f �R�� ��zjg$k��jjk�� �k���

� X
k�nN���k pair

k jj# �R�$kjjk �k��� ������

��



On doit donc majorer les normes jj# �R�$kjjk pour obtenir la majoration voulue� On a

# �R�$k � # �H�$k � #T �H�$k �
min	k�nH
X
l���l pair

T �
k�lHl ������

On commence par calculer les valeurs des T �
kHl pour tous les l entre � et nH et pour tout

k inf�erieur 	a n�� un entier choisi� Ensuite on se sert des lemmes suivants pour majorer les
normes des T �

kHl� On ne d�emontre pas ces lemmes car ils font appel aux m�emes techniques
que celle utilis�ees dans la section ������

Lemme �	 Soit �k� l� un couple d	entiers naturels� on a

jjT �
k #H�$ljjk�l � Ak�l ������

o�u les Ak�l sont d�e�nis de la mani�ere suivante 
 Ak�l 
� � si et seulement si k et l sont pairs�
Ak�l � � pour tout l  nH� Pour tout � � l � nH et � � k � n��

Ak�l � jjT �
k #H�$ljjk�l ������

Pour tout � � l � nH et k  n��

Ak�l �
�

k

kX
q��� q pair

�q � ���k � q � l�jjWqjjq��Ak�q�l ������

Pour pouvoir trouver une majoration du reste� on utilise le lemme suivant 


Lemme �� Pour � � l � nH � pour tout r�eel positif 
l  �C� il existe un r�eel Ml positif et
un entier naturel Nl tel que pour k 	 Nl� on a

Ak�l �Ml

k
l ������

En pratique� pour obtenir une meilleure majoration� on choisit des 
l assez proches de �C 

on calcule explicitement� gr�ace 	a la formule ������� les Ak�l pour tous les l tels que � � l � nH
et pour un grand nombre de valeurs de k �n� � � � k � nM��� On choisit l�entier nM� tel que
nM�  nN � Ensuite on essaie de majorer les Ak�l par une relation du type Ak�l � Ml


k
l pour

� � l � nH et k 	 nM�� nN pour laquelle les 
l sont peu sup�erieurs 	a 
C � On v�eri�e ensuite
que la formule de r�ecurrence ������ impose cette relation pour tout k 	 nM�� On a �nalement
jj#T �H�$kjjk � Pk

l��� l pair Ak�l�l On calcule explicitement� par la formule de r�ecurrence �������
les jj#T �H�$kjjk jusqu�	a k � nM�� Ensuite� pour k 	 nM�� on majore les jj#T �H�$kjjk gr�ace 	a la
majoration Ak�l �Ml


k
l � On a Ak�l � � pour l  nH donc� comme nM� 	 nH � on obtient

jj#T �H�$kjjk �
nHX

l��� l pair

Ak�l�l ������

On a donc

jj# �H�$kjjk �
nHX

l��� l pair

Ml

k�l
l ������

��



Et �nalement� on obtient la majoration suivante de jf �R�� ��zjgj 


jf �R�� ��zjgj �
nM�X

k�nN��� k pair

kjj# �R�$kjjk �k��� �

�
X

k�nM���� k pair

k�
nHX

l��� l pair

Ml

k�l
l ���

k��� �������

Ce qui donne la majoration suivante

�
nM�X

k�nN��� k pair

kjj# �R�$kjjk �k��� �

�
nHX

l��� l pair

Ml

��l
l �
l���

nM���
nM���� �
l���

�� � ��
l���
�

��� �
l���
���

�������

����	 Majoration �nale

Si on se place dans un domaine o	u sup���
jj �J� �J�jj est tr	es petit et pour lequel les conditions

initiales �Jj��� ne sont pas trop proche de z�ero� on peut arriver 	a obtenir la majoration

j  ��j �  � ����jj � ��j �������

L�angle ����t� a une variation lin�eaire en fonction du temps �����j�t� � ��j t � �����j���� Pour
t � tmax� l�angle �j a alors quasiment une variation lin�eaire 


j��j�t�� ���j t � �����j����j � ��j t �������

si t est tel que ��j t �� ��
Dans la �gure ������� on donne les temps minimum pour s��eloigner de la solution quasi

p�eriodique ���� radian de di��erence� et du tore �J � �J��� en fonction du rayon du domaine
contenant les conditions initiales�

Pour un certain rayon du domaine de conditions initiales� on a donc le comportement
suivant 
 pendant un temps t� donn�e par la courbe �� les trajectoires restent pr	es d�une
trajectoire quasip�eriodique� Pass�e ce temps t�� on perd tout renseignement sur les angles du
syst	eme mais on reste pr	es du tore �J � �J��� jusqu�au temps t� donn�e par la courbe �� Pass�e
ce temps t�� la di�usion est trop importante et on ne peut plus assurer une r�egularit�e dans le
comportement des trajectoires�

	�
 Le cas du probl�eme SJS

Dans cette section sont pr�esent�es des r�esultats concernant plus particuli	erement le probl	eme
SJS� Au vu des �etudes men�ees dans les sections pr�ec�edentes� on va tronquer le hamiltonien au
degr�e nH � �� et construire la forme normale au degr�e nN � ��� Le rayon � � �r majorant
les conditions initiales est �x�e� On obtient ainsi une mesure du temps minimum pour avoir

��
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Fig� ����
 Domaines donn�es par les �etudes des sections ��� et ��� 
 la courbe � donne le
logarithme d�ecimal du temps minimum pour une di�usion de ���� rad de notre solution par
rapport 	a la solution quasip�eriodique donn�ee par l��equation ������ et la courbe � donne le
temps minimum pour une di�usion de ���� des actions �J �

une di�usion donn�ee par rapport 	a un tore particulier ou mieux� par rapport 	a une solution
quasip�eriodique ��gure ������

Au vu de la courbe ������� on a donc d�emontr�e le fait que les variations s�eculaires du
probl	eme SJS restent proches d�une solution quasip�eriodique pendant 	a peu pr	es ��� ann�ees
et que ces variations restent dans le voisinage proche d�un tore pendant 	a peu pr	es ���� ann�ees�

D�autre part� pendant la dur�ee du syst	eme solaire la di�usion des actions est inf�erieure 	a
����� Pendant ce temps� gr�ace aux encadrements des variables x�� x� et y �voir section �������
on trouve l�encadrement suivant des excentricit�es et inclinaisons �en radians� 


	
e�max � �� ���� e�max � �� ���� i�max � ������� i�max � ������
e�min � � e�min � � i�min � ������� i�min � ������

�������

En ce qui concerne les excentricit�es� ces encadrements apportent tr	es peu par rapport aux
majorations donn�ees par la valeur du moment cin�etique ������ Mais pour les inclinaisons
s�eculaires� on obtient un encadrement tr	es pr�ecis�

��
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Fig� ����
 La courbe � repr�esente le log�� de la di�usion maximale des angles en fonction du
log�� du temps par rapport 	a une solution quasip�eriodique� La coube �� le log�� de la di�usion
des actions �J par rapport au tore �J � �J����

	�� Analyse en fr�equence

����� Principe

On va comparer deux �etudes di��erentes de la stabilit�e du syst	eme 
 celle qui a �et�e pr�esent�ee
lors des sections pr�ec�edentes� qui fournit un r�esultat rigoureux de stabilit�e et l�analyse en
fr�equence du syst	eme� �etude num�erique destin�ee 	a tester la quasip�eriodicit�e d�une solution�
L�analyse en fr�equence permet de fournir une approximation quasip�eriodique d�une fonction
	a valeurs complexes �Laskar� ������ Dans ce but� on int	egre le probl	eme s�eculaire diagonalis�e
tronqu�e Hd �

PnH
k���k pairHd�k avec nH � �� en partant des conditions initiales zj��� sur ��

millions d�ann�ees et on r�ealise une analyse en fr�equence de la solution fournie� Cette analyse
nous donne une solution za�j approch�ee de la fonction zj 


za�j�t� �
N�X
k��


a�k e
i�a�kt �������

o	u les 
a�k sont des constantes complexes et les �a�k sont des fr�equences r�eelles� Paralellement�
la m�ethode que nous avons jusqu�alors mise en oeuvre� la normalisation� nous donne un nouvel
hamiltonien de la forme 


�H� �J� ��� � �N� �J� � Reste� �J� ��� �������

On a vu que sous certaines conditions� dans un domaine proche du point �xe elliptique� on
peut approcher la solution de ce syst	eme par une solution quasip�eriodique qui correspond
au hamiltonien �H� �J� ��� � �N� �J� pendant une dur�ee su�samment longue� Pour les conditions

���



SJS� cette dur�ee est approximativement de ��� millions d�ann�ees� Ce hamiltonien donne la
solution quasip�eriodique suivante ������ 


�zj�t� � �zj���ei�j t �������

En consid�erant la transformation z � T �
	�
��z�� on obtient alors un expression quasip�eriodique

de la fonction z�t�� On ne peut� en pratique� que calculer zn�j une expression tronqu�ee en
excentricit�es et inclinaisons de cette transformation T �

	�
 


zn�j�t� � �zj�t� �
k�N�X

k���k impair

Pk��z� ��z� �������

O	u Pk est de degr�e k en les variables �z� ��z� Donc� on obtient

zn�j�t� �
N�X
k��


n�k e
i�n�kt �������

On doit ensuite comparer les solutions za�j et zn�j donn�ees par les deux m�ethodes ������� et
�������� c�est 	a dire comparer les 
a�k et 
n�k et les fr�equences �a�k et �n�k� D�autre part� les
fr�equences �a�k et �n�k sont combinaisons de trois fr�equences fondamentales qui correspondent
aux fr�equences ��j� �� � j � �� pour la forme normale et aux fr�equences ��a�j� �� � j � �� pour
l�analyse en fr�equence�

����� Comparaisons

On se place ici exclusivement dans le cas des conditions initiales SJS�
Les r�esultats des �etudes de la forme normale et de l�analyse en fr�equence sont rassembl�ees

dans le tableau suivant� qui donne la solution quasip�eriodique proche de �z�� Les fr�equences sont
donn�ees en seconde d�arc par ann�ees et on donne les combinaisons de fr�equences fondamentales
���a��� ��a�� et ��a��� donnant les fr�equences �a�k � k���a�� � k���a�� � k���a���

k k� k� k� fr�equence �a�k module 
a�k �
n�k � 
a�k��
n�k
� � � � �������������� ��������� ���� ��� �����

� � � � �������������� ��������� ���� ��� �����

� � � � �������������� ��������� ���� ��� �����

� � � � ������������� ��������� ���� ��� �����

� � � � ������������� ��������� ���� ��� �����

� � � � ������������� ��������� ���� ��� �����

� � � � �������������� ��������� ���� ��� ����

� � � � ������������� ��������� ���� ��� ����

� � � � ������������� ��������� ���� ��� �����

�� � � � ������������� ��������� ���� ��� ����

La di��erence relative des fr�equences fondamentales donn�ees par l�analyse en fr�equence et
la forme normale est ���

��
���� � ��a������� � ��� �����

���� � ��a������� � ��� �����

���� � ��a������� � ��� �����
�������

���



En r�ealisant plusieures analyses en fr�equence� on peut aussi estimer la di�usion des fr�equences 

on r�ealise deux int�egrations sur des intervalles de temps successifs #�� T $ et #T� �T $ �ici T � ��
millions d�ann�ees� et on compare les r�esultats d�une analyse en fr�equence sur ces deux in
tervalles� On obtient des di�usions relatives respectivement de ��a��� ��a�� et ��a�� de l�ordre de
��� ������ ��� ����� et ��� ������ Ces valeurs sont de l�ordre de grandeur des di��erences donn�ees
par l��evaluation num�erique cidessus� Il faut toutefois noter que ces calculs donnent plut�ot une
valeur maximale de la di�usion et que ces di�usions sont aussi proches de l�ordre de grandeur
de l�erreur num�erique des calculs men�es �calculs e�ectu�es en double pr�ecision�� On a v�eri��e
que pour des conditions initiales plus proches du point �xe� ces di��erences relatives et donc
cette mesure de la di�usion avaient tendance 	a d�ecroitre�

On va comparer ces valeurs de di�usion avec celles de notre �etude th�eorique� Sur �� millions
d�ann�ees� la di�usion th�eorique par rapport 	a une solution quasip�eriodique est donn�ee par
l��etude de la section ������ La di�usion de la valeur des fr�equence est donn�ee par la formule
������ et� sur une dur�ee de �� millions d�ann�ees� les di�usions relatives respectivement de ����
��� et ��� sont de l�ordre de ��� ����� ��� ���� et ��� ����� Ces valeurs sont bien sup�erieures aux
di�usions r�eelles des fr�equences fondamentales donn�ees par les �etudes num�eriques cidessus�
Cette di��erence s�explique par le fait que la di�usion donn�ee par la m�ethode de normalisation
est un majorant de la di�usion� utilisant des majorations grossi	eres �par les normes k�� Cette
�etude permet de voir la di��erence entre les vraies valeurs de la di�usion �qui sont bien mieux
estim�ees par une m�ethode num�erique� et les valeurs fournies par notre �etude ��equation ������
Les valeurs des di�usion sont tr	es di��erentes et notre �etude �rigoureuse� permet une estimation
plus que grossi	ere du comportement� quasip�eriodique ou non des fonctions� Par contre� la
forme normale �N donne une tr	es bonne approximation des fr�equences fondamentales�

	� Etude au voisinage d�une r�esonance s�eculaire

On peut se demander quelle est l�e�cacit�e des m�ethodes pr�ec�edentes quand on est beau
coup plus proche d�une r�esonance s�eculaire c�est	adire d�une r�esonance �qui ne provient pas
de la trace nulle� entre les fr�equences lin�eaires du probl	eme s�eculaire �cas o	u FO 
� f�g�� On
va� pour cela� commencer par trouver quelles r�esonances peuvent faire apparaitre des petits
diviseurs lors de la construction de la forme normale� Le diviseur D qui apparait dans la
solution de l��equation homologique ������ et qui vient du mon�ome zk�� �z

�k�
� z

k�
� �z

�k�
� z

k�
� �z

�k�
� est

D � �k� � �k���� � �k� � �k���� � �k� � �k���� �������

Les relations de sym�etrie que l�on a pour le hamiltonien se retrouvent dans l��equation ho
mologique et vont emp�echer les r�esonances d�apparaitre dans les termes de bas degr�e� Ces
relations s�expriment de la mani	ere suivante 
���

��
relations de d	Alembert 
 k� � k� � k� � �k� � �k� � �k�
parite 
 k� � �k� est pair
trace nulle 
 �� � �� � �� � �

�������

On se sert de ces relations �trace nulle puis relations de d�Alembert� pour exprimer les di
viseurs 


D � #�k� � �k��� �k� � �k��$�� � #�k� � �k��� �k� � �k��$�� �

���



� #��k� � �k�� � �k� � �k��$�� � #�k� � �k��� ��k� � �k��$�� �������

On note p� � k� � �k� et p� � k� � �k�� La relation de parit�e impose de plus que k� � �k�
soit pair et donc que k� � �k� soit pair� Comme k� � �k� � �p� � p� alors on doit avoir
p� et p� de m�eme parit�e� On recherche� en tenant compte de ces relations� quelles peuvent
�etre les mon�omes qui peuvent amener une r�esonance 	a apparaitre dans le second membre de
degr�e N � Pour qu�une r�esonance donne un diviseur petit au degr�e N et pas avant� il faut
consid�erer que le mon�ome zk�� �z

�k�
� z

k�
� �z

�k�
� z

k�
� �z

�k�
� du second membre de l��equation homologique

de degr�e N � qui va donner ce diviseur� ne contient pas de modules zj�zj et donc est tel que
k��k� � k��k� � k��k� � � �pour tout j de � 	a �� on doit avoir kj � � ou �kj � ��� Dans ce
cas� on a p� � max�jk�j� j�k�j� et p� � max�jk�j� j�k�j�� Et on va donc consid�erer que� au degr�e
N � p� peut prendre toutes les valeurs de �N�� 	a N��� p� de m�eme en respectant le fait que
p� � p� est pair� p� et p� ne peuvent pas prendre une valeur sup�erieure strictement 	a N��
sinon cela implique que k�� �k�� k� ou �k� sont sup�erieurs strictement 	a N�� et les relations de
d�Alembert ne sont plus v�eri��ees� Pour toutes ces valeurs� la r�esonance �p� � p�� p� � �p�
apparait dans l��equation homologique de degr�e N � Dans le tableau suivant� on note le degr�e
minimal d�apparition des r�esonances �apparition du mon�ome donnant cette r�esonance dans le
second membre de l��equation homologique�� jusqu�au degr�e �� �degr�e maximal de construction
de la forme normale dans notre �etude�� On ne note que les r�esonances �p� � p�� p� � �p� o	u
ces deux termes sont de signe oppos�e parce que les fr�equences �� et �� sont de m�eme signe
�voir �gure ��������

Degr�e R�esonances Degr�e R�esonances
� �,� �� ��,� �,�
� pas de r�esonances �� ��,� ��,��
� pas de r�esonances �� �,� ��,�
�� �,� �� �,� ��,� ��,� ��,��
�� �,� �� ��,�
�� �,� �� �,� �,� ��,� ��,��
�� �,� �� ��,� ��,�
�� ��,� ��,� �� ��,� ��,� ��,�� ��,��
�� �,� �� �,� ��,� ��,�
�� �,� ��,� �� ��,� �,� ��,� ��,�� ��,��
�� �,� �� ��,� ��,��
�� �,� ��,� ��,� �� ��,� �,� ��,� ��,�� ��,��

On peut remarquer les relations de d�Alembert et de parit�e emp	echent les r�esonances
d�apparaitre 	a des bas degr�es� Pour voir dans quel cas �pour quelle valeur des param	etres�
ces r�esonances peuvent e�ectivement cr�eer des petits diviseurs� on va �etudier les fr�equences
du syst	eme s�eculaire en d�etail� On a vu� dans la section ������� que les fr�equences �� et ��
sont les valeurs propres de la matrice Ax ������� Elles sont donc les racines du polyn�ome
caract�eristique de cette matrice 
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On peut� en �etudiant les valeurs de C� et C� ������ en fonction du rapport des demigrands
axes 
� prouver que pour 
 � #�� �$� on a C� 	 � et C� � �� On d�e�nit les deux fr�equences
telles que �� � ��� Pour ��� on prend � � �� et pour ��� � � �� dans �������� On obtient
�nalement� en se servant du fait que !j � �j

p
�jaj� le rapport des fr�equences comme une

fonction simple du rapport des demisgrands axes 
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O	u !���� !��� et 
� sont les valeurs de !�� !� et 
 pour les param	etres du probl	eme SJS�
La �gure �����a� montre que pour les valeurs des masses du syst	eme� la fr�equence ��

est tout le temps sup�erieure 	a z�ero� Le domaine de variation du rapport des demigrands
axes� indiqu�e sur la �gure �����b� et qui est fourni par l��etude de la section �������� ne con
tient pas de r�esonances s�eculaires jusqu�au degr�e ��� On peut toutefois se demander quelle
serait l�e�cacit�e de notre m�ethode de perturbation pour une valeur du rapport des fr�equences
plus proche d�un r�esonance� Dans ce but� on a pris� pour les m�emes masses du syst	eme et
le m�eme demigrand axe de Saturne� un demigrand axe de Jupiter un petit peu di��erent
a� � ����������������U�A� de mani	ere 	a avoir un rapport des fr�equences tr	es proche de la
r�esonance ��� 


��

��
�

�

�
�� � ����� �������

Ce changement de la valeur du demigrand axe n�est pas tr	es important� de l�ordre de �&� On
remet en place alors toutes les techniques des sections ������� et ����� dans ce cas particulier�
On rassemble alors sur une m�eme �gure ������ les courbes donnant le rayon de convergence
des transformations rC� et ���C pour le cas que l�on a d�eja �etudi�e et pour le cas r�esonant�

La r�esonance ��� apparait dans l��equation homologique de degr�e nN � ��� La grande
valeur du diviseur correspondant d�egrade fortement les rayons de convergence 	a partir de ce
degr�e� On voit donc bien que la m�ethode que l�on a employ�ee n�est pas bonne dans le cas o	u

���
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Fig� ����
 �gure �a� 
 Valeur du rapport des fr�equences en fonction du rapport des demi
grands axes et �gure �b� 
 zoom de la �gure �a�� on a indiqu�e les r�esonances s�eculaires proches
de la situation du probl	eme SJS ainsi que la zone possible d��evolution du demigrand axe
s�eculaire �zone hachur�ee�� En trait gras� la valeur du choix que l�on a fait du rapport des demi
grand axes s�eculaires� correspondant 	a la valeur initiale du rapport des demi grand axes dans
les variables non s�eculaires�

on est proche d�une r�esonance s�eculaire� les conditions initiales �excentricit�e et inclinaison� du
probl	eme SJS n��etant pas comprises dans les domaines de convergence pour une normalisation
sup�erieure au degr�e ��� Les domaines de convergence trouv�es sont de l�ordre des domaines de
l��etude brute ������� et cette normalisation n�apporte rien�
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Fig� ����
 Comparaison des rayons de convergence entre le cas non r�esonant et le cas r�esonant
�RES� en fonction du degr�e de normalisation nN pour nH � ��
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Conclusions et perspectives

L�un des r�esultats les plus importants de ce travail de th	ese est que l�on a d�emontr�e que
la construction d�une forme normale de Birkho� �etait impossible dans le cas d�un probl	eme
plan�etaire de trois corps s�eculaire 	a l�ordre un du rapport des masses� M�eme si l��etude n�a
pas �et�e r�ealis�ee pour un syst	eme plan�etaire de n� � corps� on devrait retrouver un comporte
ment similaire� Par cons�equent� on met en lumi	ere la n�ecessit�e d�une r�eduction partielle du
syst	eme plan�etaire qui� �etant facile 	a r�ealiser dans le cas de trois corps� simpli�ant grande
ment les expressions et la taille des s�eries consid�er�ees� et ne changeant pas la nature du
probl	eme� devrait �etre syst�ematiquement r�ealis�ee� L�introduction de cette r�eduction partielle
permet de plus d�avoir une vision plus nette du probl	eme� et de choisir si le syst	eme a besoin
d�une r�eduction totale et laquelle �section ������� Les r�esultats de stabilit�e du chapitre � sont
compl�ementaires aux r�esultats en temps in�ni fournis par U�Locatelli et A�Giorgilli pour des
valeurs particuli	eres de conditions initiales� Ils permettent de fournir un r�esultat de stabilit�e
�en temps �ni� pour un syst	eme un peu plus g�en�eral �o	u la norme du moment cin�etique n�est
pas �x�ee� et sur un ouvert de conditions initiales comprenant le point �xe elliptique� De plus�
cette �etude a permis de faire surgir des questions nouvelles li�ees 	a la construction d�une forme
normale de Birkho��

Ce travail de th	ese ouvre la voie 	a plusieures �etudes�

Premi	erement� il faudrait faire une �etude pratique plus pr�ecise de l�apparition de termes
r�esonants dans le cas plus g�en�eral de n� � corps pour con�rmer le fait qu�une forme normale
non r�esonante n�est pas constructible� Les �etudes men�ees dans la section ����� permettent
d�aborder plus facilement cette question�

Ensuite� il manque une �etude des domaines de convergence de la m�ethode de r�eduction
partielle� En particulier� pour quelles valeurs des excentricit�es et inclinaisons la d�ecomposition
������ de la deuxforme symplectique estelle possible �

Le chapitre � met en lumi	ere des questions plus pratiques� Le syst	eme SJS non s�ecularis�e
�etant proche de la r�esonance ����� en moyen mouvement� la s�ecularisation 	a l�ordre un du
rapport des masses n�est pas une bonne approximation du syst	eme� Une nouvelle �etude�
partant d�un syst	eme s�ecularis�e 	a un ordre sup�erieur devrait �etre men�ee�

Ce travail a aussi mis le doigt sur la n�ecessit�e de mener une �etude pr�ecise de la s�erie
d�e�nissant le hamiltonien du syst	eme dans des variables li�ees aux �el�ements elliptiques� En
particulier� l��etude du rayon de convergence de cette s�erie� des points pour lesquels elle prend
ses valeurs maximales dans un domaine �x�e est importante tant pour des �etudes num�eriques
que th�eoriques� Les �etudes men�ees dans ce domaine sont encore trop peu nombreuses ��Sund
man� ������ �Silva� ����� et �Niederman� ������ et ont montr�e la di�cult�e de ces questions�

Une extension naturelle de ce travail serait l�application des m�ethodes �r�eduction partielle

���



et m�ethodes perturbatives� 	a un probl	eme plus g�en�eral 
 le probl	eme plan�etaire de � corps
de la dynamique des plan	etes ext�erieures �Jupiter� Saturne� Uranus et Neptune�� Les e�ets
principaux intervenant dans la dynamique de ce probl	eme viennent de l�interaction entre
Jupiter et Saturne et l��etude que nous avons men�e a permis� entre autre d�avoir une id�ee
des moyens 	a mettre en oeuvre pour une telle �etude� En particulier� en allant 	a un degr�e de
normalisation beaucoup plus faible �vu la taille des s�eries mises en jeu�� on devrait pouvoir
prouver des r�esultats de stabilit�e pour des conditions initiales plus proches du point �xe
elliptique mais tout de m�eme dans un domaine proche des conditions initiales r�eelles du
syst	eme�

D�autre part� une �etude int�eressante serait de mieux comprendre� dans un cadre plus
g�en�eral� pour un syst	eme hamiltonien quelconque auquel on applique une m�ethode de con
struction d�une forme normale de Birkho�� comment apparait le degr�e optimal de normalisa
tion en fonction de la taille de la perturbation� Les m�ethodes de N� Nekhoroshev fournissent
avant tout une estimation du comportement asymptotique de ce degr�e quand la perturbation
tend vers z�ero� Il serait int�eressant d��etudier plus pr�ecisement cette fonction et ses variations�
En particulier le comportement� mis en �evidence dans cette �etude mais aussi dans l�article de
�Giorgilli et Skokos� ������ de �saut� de cette fonction ��gures ���� ����� Avec le d�eveloppement
des techniques de calcul formel� on peut r�ealiser une �etude plus syst�ematique� 	a des degr�es
�elev�es de normalisation qui permettrait d�avoir une id�ee plus pr�ecise de ces ph�enom	enes� pour
des syst	emes hamiltoniens plus g�en�eriques�
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Annexe A

On pr�esente� en annexe� deux fa�cons di��erentes de r�ealiser la transformation lin�eaire de la
section ������� qui rend standard la forme symplectique 	a l�ordre z�ero� La premi	ere transfor
mation orthogonale possible est la sym�etrie orthogonale par rapport 	a l�hyperplan orthogonal
	a v � V� kVk � en�� qui peut �etre calcul�ee en utilisant la formule ������ 
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i�� !i et In�� est la matrice identit�e �n� ��� �n� ��� Dans cette transformation
lin�eaire� la variable n� � joue un r�ole sp�ecial mais les n� � autres ont le m�eme r�ole�

Une seconde transformation orthogonale possible est obtenue gr�ace 	a une orthogonalisation
de Schmidt et la matrice Q a alors cette expression 
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Annexe B

On pr�esente la r�eduction partielle �section ������ dans le cas de � corps en utilisant la
seconde transformation de l�annexe A �orthogonalisation de Schmidt�� Le calcul e�ectif de
cette transformation prend 	a peu pr	es une minute en utilisant la proc�edures TRIP de r�eduction
partielle donn�ee dans l�annexe C� Les expressions donn�ees sont tronqu�ees au degr�e �� Obtenir
ces expressions explicites pour une troncature 	a un haut degr�e devient tr	es rapidement hors
de port�ee 	a cause de la longueur des calculs�

Les �� anciennes variables �de Poincar�e� �!��!��!�� x�� x�� x�� y�� y�� y�� ��� ��� ��� �x�� �x�� �x��
�y�� �y�� �y�� sont exprim�ees en fonction des �� variables du syst	eme r�eduit 
 !��!��!�� �x�� �x�� �x�� �y��
�y�� ���� ���� ���� ��x�� ��x�� ��x�� ��y�� ��y�� On rappelle que D� �
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Annexe C

Dans cet annexe� on pr�esente les proc�edures les plus importantes construites pendant notre
�etude 
 la proc�edure de calcul des transformations de la r�eduction partielle �section ������ et
la proc�edure de normalisation �section ������� Ces proc�edures sont �ecrites en langage TRIP�
Ce logiciel de calcul formel est dedi�e 	a la manipulation des s�eries rencontr�ees en m�ecanique
c�eleste� La plupart des instructions rencontr�ees dans ces programmes se comprennent assez
facilement� Des outils sp�eci�ques ont n�eanmoins �et�e cr�e�es comme la d�e�nition de variables
conjugu�ees symplectiquement� le crochet de Poisson de deux s�eries� la repr�esentation de s�eries
en blocs homog	enes ou en blocs de d�Alembert �Laskar� ����b�� Ces outils permettent de
gagner beaucoup de temps de calcul et donc� en particulier� de r�ealiser la normalisation du
syst	eme 	a un degr�e plus �elev�e�

�
 Proc�edure de calcul des changements de variables de la r�eduction par�
tielle�

Remarques 

On obtient� par cette proc�edure� les expressions des di��erents changements de variables

P� et � ��equations ���� et ������
Les ! ont un r�ole particulier car ils ne s�expriment que par les variables

p
! et aussi par

l�interm�ediaire des diviseurs Dm �
qPm

j�� !j� On retrouve ce comportement dans la d�e�nition

du tableau B et dans les cas particuliers de d�erivation li�es 	a cette expression�
La proc�edure se d�ecoupe en plusieures parties 

Etape �� Le calcul de la deuxforme symplectique sous une forme matricielle �matrice

M�� tronqu�ee �au degr�e n� lorsque l�on remplace les variables yNB et son conjugu�e par leur
expression ������� On calcule aussi la primitive r�eelle �� ������ de la deuxforme symplectique�

Etape �� On r�ealise la transformation lin�eaire P� ������ qui rend standards la deuxforme
et sa primitive 	a l�ordre z�ero en excentricit�es et inclinaisons�

Etape �� On d�e�nit les chemins �t et �t�
Etape �� On inverse la matrice Mt gr�ace 	a la m�ethode donn�ee dans la section �Calcul

formel� de la section ������
Etape �� On r�ealise le calcul du champs de vecteur Xt par la formule �������
Etape �� On calcule la transformation �� gr�ace 	a la m�ethode de Lie donn�ee dans la section

�Calcul formel� de la section ������

���



��nbre de planetes��

NB���

��degre de troncature des calculs��

n���

��DEFINITIONS��

��variables de Poincare��

dimvar l���NB	


dimvar raLa���NB	


dimvar x���NB	


dimvar xb���NB	


dimvar y���NB	


dimvar yb���NB	


��variables issues de la transformation lineaire de l�annexe A��

dimvar Y���NB��	


dimvar Yb���NB��	


��variables nouvelles de la reduction partielle��

dimvar ln���NB	


dimvar raLan���NB	


dimvar xn���NB	�

dimvar xnb���NB	�

dimvar yn���NB��	�

dimvar ynb���NB��	�

tabvarl�


tabvarraLa�


tabvarx�


tabvarxb�


tabvary�


tabvaryb�


tabvarY�


tabvarYb�


tabvarln�


tabvarraLan�


tabvarxn�


tabvarxnb�


tabvaryn�


tabvarynb�


trT � �T�n�����

trvar��x�y�xb�yb��n��


trvarmoins���x�y�xb�yb��n����


trvarmoins���x�y�xb�yb��n����


���



for k�� to NB�

varconjx�k	�xb�k	��y�k	�yb�k	��xn�k	�xnb�k	���

��

for k�� to NB���

varconjyn�k	�ynb�k	��Y�k	�Yb�k	���

��

����������������������������������������������������������������������������������

��ETAPE � � calcul la ��forme symplectique pour NB planetes��

����������������������������������������������������������������������������������

macro symplect�x�Z�n�M	�

usetronctrT�


U���T�������


V���T��������


efftronc�

usetronctrvarmoins��


alpha���

for k�� to NB��

�

auxilliaire�substU�T��x�k	�xb�k	�raLa�k	����y�k	�yb�k	���raLa�k	�����


alpha�alpha�auxilliaire��y�k	�raLa�k	�


��

AUX�substU�T����x�NB	�xb�NB	�raLa�NB	����

x�NB	����xb�NB	����raLa�NB	������alpha�conjalpha��raLa�NB	����


AUX��substV�T��x�NB	�xb�NB	���raLa�NB	�����AUX�������


F�alpha�AUX��raLa�NB	


Fb�conjF�


efftronc�

��matrice de la ��forme��

usetronctrvarmoins��


���



dimvar COOR���NB����	�

for k�� to NB �COOR�k	��raLa�k	
��

for k�� to NB �COOR�k�NB	��x�k	
��

for k�� to NB�� �COOR�k���NB	��y�k	
��

for k�� to NB �COOR�k���NB��	��l�k	
��

for k�� to NB �COOR�k���NB��	��xb�k	
��

for k�� to NB�� �COOR�k���NB��	��yb�k	
��

dim B���NB����	�

for k�� to NB����

�

B�k	��


��

for k�� to NB

�

B�k	�����raLa�k	�


��

for k�� to NB����

�

for l�� to NB����

�

M�k�l	��


��

��

for k�� to NB

�

M�k�NB�����k	��


M�k�NB�����k	���


��

for k�� to NB����

�

M�k�NB�NB�����k	�i


M�k�NB�����k�NB	��i


��

for l�� to NB����

�

for k�� to NB����

�

M�k�l	�M�k�l	�i�B�k	�B�l	�derivF�COOR�k	��derivFb�COOR�l	��

derivF�COOR�l	��derivFb�COOR�k	��


��

��

efftronc�

���



��

macro primitive�

�� calcul de la primitive teta de la ��forme��

usetronctrvar�


dim teta�����NB��	�

for k�� to NB

�

teta�k	��COOR���NB���k	��


teta���NB���k	�COOR�k	������


�


for k�� to ��NB��

�

teta�NB�k	��i�COOR���NB���k	��


teta���NB���k	�i�COOR�NB�k	��


�


for k�� to ��NB��

�

teta�k	�teta�k	�i����B�k	�F�derivFb�COOR�k	��Fb�derivF�COOR�k	��


�


��

�symplect�x�Z�n��M�red		�

�primitive�

����������������������������������������������������������������������������������

��ETAPE� � transformation lineaire pour rendre la

forme standard pour l�ordre � des variables��

����������������������������������������������������������������������������������

���



dim f���NB��	�

dimvar div���NB	�

tabvardiv��

div��	���raLa��


trvarY��x�Y�xb�Yb��n��


trvarYmoins���x�Y�xb�Yb��n����


trvarYmoins���x�Y�xb�Yb��n����


usetronctrvarYmoins��


for k�� to NB��

�

f�k	��


for l�k�� to NB

�

f�k	�f�k	�Y�l��	�raLa�k	�raLa�l	�div�l��	�div�l	


��

��

sommecarres�raLa��	���


for k�� to NB��

�

f�k	�f�k	�sommecarres�Y�k��	�div�k��	�div�k	


sommecarres�sommecarres�raLa�k��	���


��

�� changement de variables dans la deux�forme��

macro chgvar�fonct	�

aux�fonct


for k�� to NB��

�

aux�substaux�y�k	�f�k	�


aux�substaux�yb�k	�conjf�k	��


��

��

��pour la ��forme��

for p�� to NB����

�

for q�� to NB����

���



�

�chgvar�M�red�p�q		�

M�red�p�q	�aux


��

��

��jacobienne��

usetronctrvarYmoins��


dim jaco���NB�������NB����	�

dim transjaco���NB�������NB����	�

for k�� to NB����

�

for l�� to NB����

�

jaco�k�l	��


��

��

for k�� to NB��

�

jaco�k�k	��


jaco�k�NB�����k�NB����	��


��

for k�� to NB��

�

for l�k to NB��

�

jaco�k�NB���l�NB��	��raLa�k	�raLa�l��	�div�l	�div�l��	


jaco�k�NB�����l�NB����	��raLa�k	�raLa�l��	�div�l	�div�l��	


��

��

sommecarres�raLa��	���


for k�� to NB��

�

jaco�k�NB���k�NB����	�sommecarres�div�k��	�div�k	


jaco�k�NB�����k�NB������	�sommecarres�div�k��	�div�k	


sommecarres�sommecarres�raLa�k��	���


��

���



��la partie derivy��derivLa���

for k�� to NB��

�

for l�� to NB

�

jaco�k�NB���l	�����raLa�l	���derivf�k	�raLa�l	�


jaco�k�NB�����l	�����raLa�l	���derivconjf�k	��raLa�l	�


for m�l to NB

�

jaco�k�NB���l	�jaco�k�NB���l	������derivf�k	�div�m	��div�m	���


jaco�k�NB�����l	�jaco�k�NB�����l	������derivconjf�k	��div�m	��div�m	���


��

��

��

for k�� to ��NB��

�

for l�� to ��NB��

�

transjaco�k�l	�jaco�l�k	


��

��

��la deux forme dans les nouvelles variables��

auxmat� transjaco �� M�red


M�red�auxmat �� jaco


��on remplace a l�ordre � par la forme standard��

trvar���x�Y�xb�Yb�����


for k�� to NB��

�

usetronctrvar��


aux�M�red�k�NB���k�NB����	��


efftronc�

M�red�k�NB���k�NB����	�M�red�k�NB���k�NB����	�aux�i


M�red�k�NB�����k�NB��	��M�red�k�NB���k�NB����	


��

usetronctrvarY�


���



�� la transformation dans la primitive teta��

dim tetanew�����NB��	


for k�� to ��NB��

�

�chgvar�teta�k		�

teta�k	�aux


��

��les lambda�x�xb sont conserves��

for k�� to NB

�

tetanew�k���NB��	�teta�k���NB��	


tetanew�k�NB	�teta�k�NB	


tetanew�k���NB��	�teta�k���NB��	


��

�� les autres��

for k�� to NB��

�

tetanew���NB�k	��


tetanew���NB���k	��


for l�� to NB��

�

tetanew���NB�k	�tetanew���NB�k	�teta���NB�l	�derivf�l	�Y�k	�


tetanew���NB���k	�tetanew���NB���k	�teta���NB���l	�derivconjf�l	��Yb�k	�


��

��

macro derivationlambda�k�fonct	�

der�derivfonct�raLa�k	������raLa�k	��


for l�maxk��� to NB

�

der�der�derivfonct�div�l	�������div�l	���


��

��

for k�� to NB

���



�

tetanew�k	�teta�k	


for h�� to NB��

�

�derivationlambda�k�f�h		�

tetanew�k	�tetanew�k	�teta���NB�h	�der


�derivationlambda�k�conjf�h	�	�

tetanew�k	�tetanew�k	�teta���NB���h	�der


��

��

�� cela remplace les termes dont l�expression� compliquee� vaut i�� par i����

trvar���x�Y�xb�Yb�����


for k�� to NB��

�

usetronctrvar��


aux�tetanew�k���NB	��


auxb�tetanew�k���NB��	��


efftronc�

tetanew�k���NB	�tetanew�k���NB	�aux�i���Yb�k	


tetanew�k���NB��	�tetanew�k���NB��	�auxb�i���Y�k	


��

usetronctrvarY�


�� On renomme les variables de facon a avoir toujours x�Y pour les procedures suivantes ��

dimvar COORD���NB����	�

for k�� to NB �COORD�k	��raLa�k	
��

for k�� to NB �COORD�NB�k	��x�k	
��

for k�� to NB�� �COORD���NB�k	��Y�k	
��

for k�� to NB �COORD���NB���k	��l�k	
��

for k�� to NB �COORD���NB���k	��xb�k	
��

for k�� to NB�� �COORD���NB���k	��Yb�k	
��

����������������������������������������������������������������������������������

��ETAPE � � definition de l�application sigma�t��

����������������������������������������������������������������������������������

���



dim M�redtps���NB�������NB����	


for k�� to NB����

�

for l�� to NB����

�

M�redtps�k�l	�M�red��k�l	�t�M�red�k�l	�M�red��k�l	�


��

��

dim teta������NB��	�

for k�� to NB

�

teta��k	��


teta����NB���k	�COORD�k	����


�


for k�� to ��NB��

�

teta��NB�k	��


teta����NB���k	�i�COORD�NB�k	


�


for k�� to NB����

�

teta�k	�teta��k	�tetanew�k	�teta��k	��t


��

����������������������������������������������������������������������������������

��ETAPE � � inversion de la matrice de la deux forme symplectique��

����������������������������������������������������������������������������������

macro intro�

dim M�red����NB�������NB����	�

dim M�red���NB�������NB����	�

dim IM�red����NB�������NB����	�

dim IM�red���NB�������NB����	�

���



for k�� to NB����

�

for l�� to NB����

�

M�red��k�l	��


IM�red��k�l	��


��

��

for k�� to NB

�

M�red��k�NB�����k	��


M�red��k�NB�����k	���


IM�red��k�NB�����k	���


IM�red��k�NB�����k	��


��

for k�� to NB����

�

M�red��k�NB�NB�����k	�i


M�red��k�NB�����k�NB	��i


IM�red��k�NB�NB�����k	�i


IM�red��k�NB�����k�NB	��i


��

��

macro inv�mat�dimen�deg�M��inv�M��M�inv�M	

�

dim S���NB�������NB����	�

for k�� to NB����

�

for l�� to NB����

�

S�k�l	��


��

S�k�k	��


��

Auxd � M� � M


Aux��inv�M� �� Auxd


Auxd�Aux�


inv�M�S


���



usetronctrvarYmoins���

for d�� to deg

�

Aux��S �� Auxd


S � Aux�


inv�M � inv�M � S


d�

��

Aux��inv�M �� inv�M�


inv�M � Aux�


efftronc�

��afftabinv�M�
��

��

�intro�

macro inv

�

�inv�mat���NB���n����M�red�	��IM�red�	��M�redtps	��IM�red		�

��

�inv�

����������������������������������������������������������������������������������

��ETAPE � � calcul du champ de vecteurs ��

����������������������������������������������������������������������������������

usetronctrvarY��

dim Xt�����NB��	�

for k�� to ��NB��

�

Xt�k	��


for l�� to ��NB��

�

Xt�k	�Xt�k	�derivteta�l	�t��IM�red�l�k	


��

���



��

����������������������������������������������������������������������������������

�� ETAPE � � transformation de Lie ��

����������������������������������������������������������������������������������

nmax�n�

dim Flie�����NB�����nmax	�

dim W�����NB��	�

dimvar Ncoor�����NB��	�

��nouvelles coordonnees��

for k�� to NB

�

Ncoor�k	��raLan�k	


Ncoor�NB�k	��xn�k	


Ncoor���NB���k	��ln�k	


Ncoor���NB���k	��xnb�k	


��

for k�� to NB��

�

Ncoor���NB�k	��yn�k	


Ncoor���NB���k	��ynb�k	


��

trtotale��t�nmax���x�xb�Y�Yb��n���

usetronctrtotale��

macro lie�transf�

for p�� to nmax

�

for k�� to ��NB��

�

Flie�k�p	�derivFlie�k�p��	�t��p


for l�� to ��NB��

�

Flie�k�p	�Flie�k�p	 � W�l	�B�l	�derivFlie�k�p��	�COORD�l	��p


��

���



��

p�

��

��

��transformation de Lie��

for k�� to ��NB��

�

W�k	�Xt�k	


Flie�k��	�COORD�k	


��

for k�� to NB

�

Flie�k��	�COORD�k	���


��

�lie�transf�

��impression des resultats��

dim transfo�����NB�����nmax	�

for k�� to ��NB��

�

transfo�k��	�Ncoor�k	


for p�� to nmax

�

transfo�k�p	�coef�extFlie�k�p	�t����


for l�� to ��NB��

�

transfo�k�p	�substvartransfo�k�p	�COORD�l	�Ncoor�l	��


��

��

��

for k�� to NB

�

transfo�k��	�Ncoor�k	���


��

dim trans�����NB��	


for k�� to ��NB��

���



�

trans�k	��


for p�� to nmax

�

trans�k	�trans�k	�transfo�k�p	


��

��

��le tableau trans donne finalement les anciennes variables

lambda�Lambda�x�Y� en fonction des nouvelles lambda�n�Lambda�n�x�n�Y�n����

�
 Proc�edure de calcul du hamiltonien

Cette proc�edure est inspir�ee de la proc�edure �hamsectrip� calculant le hamiltonien s�eculaire
totalement r�eduit et donn�ee dans la th	ese de P�Robutel �Robutel� ������


 Proc�edure de normalisation

Cette proc�edure donne l�algorithme de normalisation pour le syst	eme partiellement r�eduit�
Des proc�edures analogues peuvent �etre construites pour le syst	eme non r�eduit� pour le syst	eme
r�eduit totalement�

Remarques 

 Cette proc�edure utilise une m�ethode de Lie et les formules ����������� pour le calcul des

s�eries�
 La r�esolution de l��equation homologique est obtenue simplement par une int�egration �par

rapport 	a t� du second membre� les variables zj �etant d�e�nies comme �egales 	a ei�j t�

�modenum�NUMQUAD�

canonvarz��z�b��z��z�b��z��z�b���

varconjz��z�b��z��z�b��z��z�b���

nmax����

nmaxpp�nmax���

inithdal��nmaxpp��

varhdalz��z�b�z��z�b�z��z�b��

paritehdalz��z�b��

�mode�POLH�

���



dim Hsecdiag�����	�

loadFHsecdiag��	�


loadFHsecdiag��	�


loadFHsecdiag��	�


loadFHsecdiag��	�


loadFHsecdiag���	�


loadFHsecdiag���	�


loadFHsecdiag���	�


loadFHsecdiag���	�


loadFHsecdiag���	�


loadFHsecdiag���	�


hdalHsecdiag��	�


hdalHsecdiag��	�


hdalHsecdiag��	�


hdalHsecdiag��	�


hdalHsecdiag���	�


hdalHsecdiag���	�


hdalHsecdiag���	�


hdalHsecdiag���	�


hdalHsecdiag���	�


hdalHsecdiag���	�


fonctaux�Hsecdiag��	


z��expit�coef�extfonctaux�z�����z�b��������

z�b�expit��coef�extfonctaux�z�����z�b��������

z��expit�coef�extfonctaux�z�����z�b��������

z�b�expit��coef�extfonctaux�z�����z�b��������

z��expit�coef�extfonctaux�z�����z�b��������

z�b�expit��coef�extfonctaux�z�����z�b��������

dim H���nmax���nmax	�

dim W����nmaxpp	�

dim NH���nmax	�

�� initialisation du Hamiltonien ��

for n�� to nmax

� H���n	 ��
� 


H����	 �Hsecdiag��	


H����	 �Hsecdiag��	


H����	 �Hsecdiag��	


H����	 �Hsecdiag��	


H����	 �Hsecdiag���	


H�����	 �Hsecdiag���	


H�����	 �Hsecdiag���	


H�����	 �Hsecdiag���	


H�����	 �Hsecdiag���	


H�����	 �Hsecdiag���	


���



�� algorithme avec T��� ��

for il � � to nmax

�

for ic � � to il ��

�

H�il�ic�ic	�� 


for p � � to il�ic

�

H�il�ic�ic	 � H�il�ic�ic	 � ��il�ic���i��W�p	�H�il�ic�p�ic	�


��

��

H�il��	�� 


for p � � to il��

�

H�il��	 � H�il��	 � ��il��i��W�p	�H�il�p��	� 


��

AUX � H�il��	 


for p � � to il

�

AUX � AUX � H�il�p�p	 


��

NH�il	� coef�angAUX�z�����z�����z����� 


AUX � AUX � NH�il	 


�� resolution de l�equation homologique �W�il	�H����	� � R� ��

W�il	 � �il�integAUX�t�


H�il��	�H�il��	�i�il���W�il	�H����	� 


il�

time�l�

��

��la forme normale��

dim N�����	�

N��	�H����	


saveFN��	�


for k�� to nmaxpp step ��

�

N�k	�NH�k��	


saveFN�k	�


��

��sauvegarde des fonctions W��

for k�� to nmax

�

���



saveFW�k	��

��

���



Annexe D

Dans cet annexe sont donn�ees les tailles �le nombre de termes� des di��erentes s�eries
num�eriques intervenant dans les m�ethodes de perturbation pour le cas de trois corps�

�� Calcul du hamiltonien

a� Hamiltonien du syst	eme non r�eduit� Il d�epend des variables x�� �x�� x�� �x�� y�� �y�� y�� �y� et
satisfait les relations de d�Alembert et de parit�e en les variables d�inclinaison�

k � � � � � �� �� �� �� �� ��
Hk � � �� ��� ��� ���� ���� ���� ����� ����� �����

b� Hamiltonien du syst	eme partiellement r�eduit� Il d�epend des variables x�� �x�� x�� �x�� Y� �Y
et satisfait les relations de d�Alembert et de parit�e en les variables d�inclinaison�

k � � � � � �� �� �� �� �� ��
Hk � � �� �� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ����

c� Hamiltonien du syst	eme totalement r�eduit �r�eduction de Jacobi�� Il d�epend des variables
�x�� ��x�� �x�� ��x� et du param	etre d �

p
!� � !� � Cz et satisfait les relations de parit�e en la

variable d�inclinaison �variable d�� Il ne satisfait plus les relations de d�Alembert� On consid	ere
dans ce cas le hamiltonien Hk comme �etant la partie de degr�e k en les variables �x�� ��x�� �x�� ��x�
et d� En e�et d est de l�ordre des excentricit�es et inclinaisons�

k � � � � � �� �� �� �� �� ��
Hk � � �� �� ��� ��� ��� ���� ���� ���� ����

d� Hamiltonien du syst	eme totalement r�eduit �r�eduction de Jacobi�� Il d�epend des variables
�x�� ��x�� �x�� ��x� �la valeur du moment cin�etique Cz est �x�ee�� Il ne conserve pas de sym�etrie� Le
degr�e est ici compt�e avec les variables �x�� ��x�� �x�� ��x��

k � � � � � �� �� �� �� �� ��
Hk � �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ����

Les remarques qui accompagnent ces tableaux et que l�on retrouve dans plusieures sections

���



de la th	ese �en particulier section ������ sont les suivantes� Le hamiltonien non r�eduit contient
beaucoup plus de termes que les hamiltoniens r�eduits pour un m�eme degr�e de troncature
en les inclinaisons et excentricit�es� Comme� avec la r�eduction partielle� on ne perd aucun
renseignement sur le syst	eme� celleci doit �etre r�ealis�ee�

Ensuite� quand on compare la r�eduction partielle avec la r�eduction totale �dans lequel�
on ne remplace pas d par sa valeur num�erique�� pour les premiers termes de la s�erie �jusqu�a
nH � ���� on a 	a peu pr	es deux fois moins de termes pour la r�eduction partielle�

Il faut noter que le fait que le hamiltonien r�eduit totalement avec d num�erique contient
pour les faibles degr�es plus de termes que le hamiltonien r�eduit totalement avec d explicite
n�est qu�une contradiction apparente� En e�et� les termes en plus proviennent de termes de
degr�es sup�erieurs dans le hamiltonien r�eduit totalement avec d explicite� On peut v�eri�er ce
fait en se reportant aux d�eveloppements des di��erent hamiltoniens donn�es dans l�annexe E�

�� Normalisation

On donne le nombre de termes des s�eries intervenant dans les processus de normalisation
	a partir du hamiltonien partiellement r�eduit�

k � � � � �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��
Wk  �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ����
�Nk � � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��� ���

k �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��
Wk ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
�Nk ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

���



Annexe E

On pr�esente� dans cet annexe� les expressions analytiques des hamiltoniens s�eculaires 	a
l�ordre un du rapport des masses pour le probl	eme plan�etaire de trois corps� Les hamiltoniens
sont d�evelopp�es dans les variables de Poincar�e� tronqu�es 	a l�ordre � en excentricit�es et in
clinaisons pour le probl	eme nonr�eduit �NR�� partiellement r�eduit �PR� et totalement r�eduit
�TR��

Les expressions dependent des param	etres et variables suivants 



 � a��a�� rapport des demi grand axes

k �
!�

!�

Xj � xj

vuut �

!j
�j � � or ��

Yj � yj

vuut �

�!j
�j � � or ��

Y � y

vuut �

��!� � !��

D � d

vuut �

��!� � !��

K � ����������m��!�
�m��

et des coe�cients Cj�
� dont l�expression est donn�ee dans l�annexe� Les xj� yj sont les
variables de Poincar�e�s� y la variable du syst	eme partiellement r�eduit �section ������ et d le
param	etre apparaissant dans le syst	eme totalement r�eduit �remarque � dans la section �������

Pour le hamiltonien nonr�eduit� on reprend les notations de l�article �Laskar et Robutel�
����� 


H�� NR � K�
C��
� �X�

�X� � �X�X��
� C��
� ��

�
�X�

�X� � �X�X�� � ��Y� �Y� � �Y�Y� � Y� �Y� � �Y�Y����

���



H�� NR � K�
C��
� �X�

�X�Y� �Y� � �X�X�
�Y�Y��

� C��
� �X�
�X�
�X� � �X�

�X�X
�
� �

� C��
� �X�
�

�X�
�X� � X�

�X�
�X��

� C��
� �X�
�X�Y� �Y� � �X�X�Y� �Y� � X�

�X�
�Y�Y� � �X�X�

�Y�Y��
� C��
� ���X�X�

�Y� �Y� � �X�
�X�Y�Y� � �X�X�Y� �Y�

�X�
�X�

�Y�Y��� �X�
�X�Y

�
� �X�X�

�Y �
�

�X�X�
�Y �
� � �X�

�X�Y
�
� �

� C��
� � �X�
�Y

�
� � X�

�
�Y �
� � X�

�
�Y �
� � �X�

�Y
�
�

��X�
�

�Y� �Y� � � �X�
�Y�Y��

� C���
� �X�
�

�X�
� � �X�

�X
�
� �

� C���
� �X�
�X�Y� �Y� � �X�X�

�Y�Y��
� C���
� �Y �

�
�Y� �Y� � Y� �Y �

� Y� � Y� �Y �
� Y� � �Y� �Y�Y

�
� �

� C���
� �X�
�

�X�
� �

� C���
� �Y �
�

�Y �
� � �Y �

� Y
�
� � Y �

�
�Y �
� � �Y �

� Y
�
� �

� C���
� �X�
�X�Y� �Y� � �X�X�Y� �Y� � X�

�X�
�Y�Y� � �X�X�

�Y�Y��
� C���
� � �X�

�X
�
� �

� C���
� � �X�
�Y

�
� � X�

�
�Y �
� � X�

�
�Y �
� � �X�

�Y
�
�

��X�
�

�Y� �Y� � � �X�
�Y�Y��

� C���
� ��
�
X�

�X�
�X�X� � �Y� �Y� �Y�Y�

� �X�X�Y� �Y� �X�
�X�

�Y�Y�� �

Les coe�cients Ck sont d�e�nis par les expressions suivantes� d�ependant des coe�cients de
Laplace b	k
s �Laskar et Robutel� ������
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On donne alors les expressions du syst	eme partiellement r�eduit� obtenu en utilisant les
�equations ������������
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On peut remarquer que H�� PR ne d�epend pas du param	etre C��
� comme on aurait pu
s�y attendre� venant de la partie de degr�e deux du hamiltonien non r�eduit H�� NR� En e�et�
le terme en C��
� est �egal 	a z�ero pour le degr�e � mais des termes apparaissent au degr�e ��

On donne �nalement l�expression analytique du hamiltonien totalement r�eduit� en prenant
compte du fait que le param	etre D est du m�eme ordre de grandeur que les variables X� Cette
expression est obtenue en utilisant le changement de variables �������
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On peut alors comparer cette expression avec l�expression donn�ee dans �Robutel� ������
Dans cet article� le developpement de la s�erie est r�ealis�e en utilisant le param	etre D� qui a le
m�eme ordre en excentricit�e et inclinaison que D�� On peut alors comparer le terme de degr�e
z�ero en D� et D� Dans �Robutel� ������ il y avait une erreur de frappe dans l�expression des

coe�cients H
	�

�������� H

	�

������� and H

	�

�������� Les variables Xj de notre �etude ne sont pas exactement

les m�emes que dans cet article �voir �equations ���� et ����� et cela explique pourquoi il y a

certains changments de signe dans les coe�cients H	r

p��p�q��q� La partie du hamiltonien s�eculaire

totalement r�eduit est �ecrite sous la forme 
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Comme le hamiltonien est une fonction ne prenant que des valeurs r�eelles� on a les relations
suivantes entre les termes 


H
	r

p��p�q��q�
� k� � H

	r

�p�p��q�q�
� k�

et seule la moiti�e de ces termes est reproduite ici�

���
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